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MOUVEMENT DTN PROJECTILE DANS UAIR, 



Par M. Paul GAUTIER, 

PROPBSSBUR AU LYCl&E D*ALGER. 



1 . L'etude du mouvement d'un projectile dans un milieu resistant date 
de Torigine du Calcul infinitesimal. Newton et Wallis ont doune le$ 
premiers travaux sur ce sujet en 1687. 

Lesrecherchesde Newton setrouvent dans le second livredesPnnci/^e^, 
et celles de Wallis dans les Transactions pMlosophiques. Deux aos plus tard , 
Leibnitz publia un Memoire sur le mSme sujet dans les Acta eruditorum. 

Jean Bernoulli fut provoqu^ par Keill k determiner le mouvement d*un 
projectile dans un milieu homogene, lorsque la resistance est propor- 
tionnelle au carre de la vitesse. II r^solut le probl^me plus general oil la 
resistance est proportionnelle k une puissance quelconque de la vitesse. 
Ses recherches furent publiees, ainsi que celles de son neveu Nicolas 
Bernoulli, dans les Actu eruditorum, 17 19. p. ^16. Plus tard, Legendre 
ramena aux quadratures la determination du mouvement d'un projec- 
tile quand la resistance est egale k une constants plus un terme pro- 
portionnel au carre de la vitesse {Mimoiresde VAcadimiede Berlin, 1 782). 

On peut encore consulter sur le probleme balistique : Euler [Mi- 
moires de VAcaddmie de Berlin, 1 753), Borda [ihid., 1769), Templehoff 
[ibid., 1788-1789), ^ov^z\x[JoumaldeVEcole Poly technique, WcMiev). 
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8 MOUVEMENT DVJS PROJECTILE DANS LAIR. 

Ces indications ont ete puisees dans les Problemes de Mecanique 
rationnelle de M. I'abbe Jullien. 

Dans tous ces travaux, le projectile est toujours considere comme un 
point materiel, et la resistance du milieu comme une force dirigee sui- 
vant la tangente a la trajectoire, et en sens contraire du mouvement. 

Poisson a public [Journal de Vicole Poly technique^ 1 838-1 SSg) un 
Memoire tres-developpe sur le mouvement d'un projectile dans un 
milieu resistant, en tenant compte de la forme du projectile et en 
admettant que la resistance est proportionnelle au carre de la vitesse. 
Mais il s'est borne au cas oil le projectile differe tres-peu d'une sphere. 

Je me propose de reprendre cette question pour un projectile quel- 
conque de revolution, et en adoptant d'autres lois que celles que Poisson 
a admises. 

Le tir des canons rayes donne deTinteret k cette etude. On a reconnu, 
en effet, que les projectiles animes d'une vitesse de rotation autour de 
leur axe de figure eprouvaient une deviation laterale, qu'en termes 
d'artillerie on nomme derivation. Cette derivation est assez considerable 
pour qu*il ait fallu en tenir compte dans le tir. II est evident que si la 
resistance de Tair pouvait etre representee par une force appliquee 
au centre de gravite et tangente k la trajectoire de ce point, c-et effet 
ne se produirait pas. 

2. Quand un corps se deplace, les elements de sa surface n*agi$sent 
pas de la meme maniere sur I'air qui les touche. La surface doit etre 
consideree comme partagee en deux regions, Tune qui sort |le Tespace 
actuellement occupe par le corps et I'autre qui penetre dans cet 
espace. La ligne de separation de ces deux regions est I'intersection 
de la surface du corps dans la position qu'il occupe actuellement avec 
cette meme surface pour la position infiniment voisine que le corps 
prend apres. Les elements de surface appartenant a la premiere region 
compriment I'air; ils supportent done la pression ordinaire de Tair et 
en outre une resistance normale dirigee de dehors en dedans, et dont la 
grandeur depend de la compression eprouv^e par Pair. Les elements de la 
deuxieme region se trouvent en contact avec un air dilate ; ils suppor- 
tent alors une pression moindre que la pression atmosph^rique ordi- 
naire. On pent dire qu*ils supportent une pression egale a la pression 
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ordinaire, a la coDdition de leur appliquer une force normale de sens 
contraire, c*est-^-dire dirigee de dedans en dehors, et dont la grandeur 
depend de la dilatation de Pair. Enfin, dans chaque region, les resis- 
tances elementaires ne sont pas egales, parce que, ies vitesses de ces 
elements n'etant pas egales, la compression ou la dilatation de I'air 
n'est pas la meme. Cette compression ou cette dilatation ne dependant 
que de lavitesse normale de Telement, j'admettrai que la resistance 
elementaire de I'air est proportionnelle a une certaine puissance de la 
vitesse normale de Telement sur lequel il agit. J'admettrai en outre 
qu'a egalite de vitesse aormale, les resistances elementaires appliquees 
aux elements des deux regions sont les memes. Cela revient a dire que 
lorsque I'air eprouve un meme changement de volume en plus ou en 
moins, la pression qu'il exerce sur I'element qu'il touche est changee 
de4a meme quantite. 

Les pressions ordinaires appliquees aux elements de la surface se 
composent en une seule force qui est la poussee de I'air. 

G'est une force verticale dirigee de bas en baut, egale au poids de 
I'air deplace et dont le point d^application est le centre de gravite du 
corps considerecommehomogene. Les resistances elementaires peuvent 
etre remplacees par deux forces seulement dont I'une passe par le centre 
de gravite reel du corps. 

II «st aise main tenant de comprendre qu'un projectile de revolution, 
anime d'une vitesse initiale dirigee suivant son axe de figure et d'une 
rotation initiale autour du meme axe, pent eprouver une derivation. 

Au commencement du mouvement, le plan vertical qui contient I'axe 
est un plan de sym^trie, et les forces elementaires peuvent etre rem- 
placees par deux forces contenues dans ce plan, ayant pour points 
d'application, la premiere le centre de gravite, et la seconde un certain 
point de I'axe. Le projectile se trouve d^s lors dans les memes condi- 
tions qu'une toupie qui se meut sur un plan horizontal poli. On sait que 
I'axe de la toupie tourne autour de la verticale menee par le centre de 
gravite. II en sera de meme de I'axe du projectile; il sortira done du 
plan vertical qui le contenait d'abord. 

Des lors, le plan vertical qui d'abord contenait I'axe n'etant plus un 
plan de symetrie pour la surface du solide, il n'y a plus de raison pour 
que les deux forces qui peuvent rempkcer les resistances elementaires 

Annalts scientijiques tU Ticole Normale supdricure. Tome V. 2 



mim^ Ml «mtre dk ^^r\%k^ dies k eooipoKTiMt ea ooe scvle forte <i«i 
M«|4«iite«iMt arff ker p^i«k i^Utmitke le mvmtmeml it tt pouit. Ob 
fMim 4e:<jMipf»€r eelte feree e« den aotrcs, Kvae fitaee <bss le 
flaft Tertkai iaitbl, n TaQtre perpeodimbire a ce f4aa. CeUe deniefe 
detenuMTa b dematioa do projectile. 

G» M«.%ideTatioM soffiseot povr bire eoaprcsdre b possibUke 
d*oBe denralMMk* aais boo poor eo d^teroiiBcr b gnBdeor ei le sea*. 
II boU poor <teb, fte doBBer ooe loi de resistaaee. Daos ooe p regk r c 
F»rtie, je §appo4erai b resistaBce eteoieBtaire proportioBBelle a b 
%itesue Bormale, et daos ooe denibBe Partie je b sopposerai propor- 
lioBBelie ao fube de b ^itsse Bonnale. 



PREMIERE PARTIE. 

ft£SiSTA>CE nOPOtmOSSELLE A LA VITESSE. 



I . Je Mippose on projectile de reTolotion doot le centre de grarite 
eU aBioie d'oae Titesse initble c^« dirigee soiTant soo axe de figore, et 
qoi posdede eo ootre one vilesse initble de rotation u aotoor do meme 
:iixe. J'appellerai ^r Tangle initbl qoe cet axe fait aTCC Thorizon. 

Ce projectile est soppose homogene; mais il peotetre creox. Dans 
ce cas* je sapposerai b caTite de rerolotion aotoor do oieoie axe qoe 
le projectile. II resolte de b qoe le centre de graTite reel do corps est 
Mtoe sor Taxe de rerolotioo, de meme qoe le ceotre de poossee; mais 
ces deox points peoTent ne pas eoincider. II en resolte aossi que les 
deox rajons principaux de giration perpendicobires a Faxe, menes 
par le centre de graiite* sont egaox entre eox. 

Je rapporterai les positions suceessives do ceotre de gravite a trois 
axes 6xes Ox^ Or^ Oz, meoes par sa position initiale. Je prendrai 
poor axes des x et des z Tborizontale et b Terticale contenues dans le 
plan Tertical qoi cootient Taxe ao commeocemeot do moovement^ les z 
positifs de bas en baot, les x positifs dans le sens do moovement. 
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Pour axe desy, je prendrai Thorizontale perpendiculaire au plan zOx, 
et comptee positivemenl vers la droite d'un observaleur place sur I'axe 
des z et tourne vers Taxe des x. 

Je rapporterai les points de la surface aux trois axes permanents 
d'inertie Gx\ Gy\ Gz', menes par le centre de gravite G. 

L'axe de revolution est le premier d'entre eux; les deux autres peu- 
vent etre choisis arbitrairement dans le plan perpendiculaire a Taxe 
de figure. Je prendrai pour Gj' la droite qui coincide avec Oy au com- 
mencement du mouvement; alors GV sera la droite perpendiculaire au 
plan a/Gy\ et qui coincide avec Oz quand les axes Gx' et Gy' coin- 
cident avec Oa?.et Oy. 

Cela pose, soient, a T^poque t, Xy y^ z les coordonn^es du centre 
de gravite; p^ q^ r les vitesses de rotation du solide autour des axes 
permanents d'inertie, ces vitesses pouvant etre positives ou negatives 
conformement aux conventions en usage dans les Traites de Mecanique 
rationnelle. Soient a, a', a'', 6, h\ h'\ c, c', d* les cosinus des angles 
que les axes mobiles font alors avec les axes fixes; F^, F^, F, les 
sommes des composantes des forces ext^rieures paralleles aux axes 
fixes ; Mar» M^., M, les sommes des moments des memes forces par rap- 
port aux axes d'inertie; soient enfin M la masse du solide, / et V les 
deux rayons de giration. Les equations qui definissent le mouvement 
seront : 

M^-F M^-F M — -F- 

M/'»^=-M(/"- /')/?? + M,; 

da . dd ., . da" ,„ „ 

_^br--cq, ^=6V-c'9, _ =. 6 ,- c'</; 

db dV , , dy „ 

— ^ap^-ar, — = cp-dr, — = cp-~a"n 

dc , dc' , ., rfc'' „ .,, 

— =:aq-bp, -ji-a'q - b p, —^a^^q-b'p. 

Cela fait quinze equations et quinze inconnues. 

2. 
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Les valeurs initiales de ces inconnues sont, d'apres ce qui precede, 

x = o, jr = o,.z = Of ^ = 0), 9 = 0, r=o; 

da: dy dz 

^ = ^.cos«, -^ = o, 3^ = »..sin«; 

a=cosa, a' = o, a"=sina; 
bz=o, 6'= I, 6"=:o; 

c=— sina, c'=:o, c*'=cosa. 

2. II faut determiner les quantites F^, F^, F,, M^, M^, M,. Soient x\ 
y\ z' les coordonnees d'un point m de la surface; ds I'etendue de Tele- 
ment infiniment petit de surface auquel ce point appartient; X, Y, Z 
les cosinus des angles que la normale a cet element dirigee de dedans 
en dehors fait avec les axes permanents d'inertie; ii, i^S ui' les vitesses 
du centre de gravite estimees sur des droites fixes, co'incidant, a 
Tepoque t avec les axes d'inertie. 

Les vitesses du point m, estimees suivant ces droites, seront 

u -f- qz* — ry\ u' -f- rx' — pz\ u" -f- py* — qx\ 

Si Ton appelle Y la vitesse normale du point m, on aura 

\ z= {u -h qz' ^ ry' )\ -\- {u' -h rx' — pz' )Y -h (li" -^ py -^ gx')Z. 

La resistance el^mentaire appliquee a I'element dont le point m fait 
partie sera, d'apres la loi adoptee, kYds en valeur absolue. Je peux 
remplacer k par eM, M etant la masse du solide et e un coefficient con- 
stant. La valeur absolue de la resistance ^lementaire est done eMVds. 

Je suppose d'abord que le point m appartienne a la premiere region 
de la surface, c'est-^-dire que, par suite du deplacement du solide, ce 
point sorte de Vespace occupe par le corps a Tepoque t. Alors la direc- 
tion de la vitesse du point m fait un angle aigu avec la direction de la 
normale exterieure. Or le cosinus de cet angle a le meme signe que Y, 
et, puisque cet angle est aigu, Y est positif. La resistance elementaire 
est dirigee suivant la normale interieure; ses composantes sur les axes 
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<rinertie seront done 

— iMWds, —eMVYrf^, - eMVZrf*. 

Je suppose en seeond lieu que 1e point m appartienne a la seconde 
region, e'est-a-dire que ce point pen^tre dans Tespace actuellenient 
occupe par le corps ; alors la direction de la vitesse du point m fait un 
angle obtus avec la direction de la normale exterieure. II en resulte 
que V est negatif ; la valeur de la resistance elementaire est alers 

— iU\ds en valeur absolue; mais cette resistance est alors dirigee sui- 
vant la normale exterieure ; ses composantes sur les trois axes seroni 
comme precedemment 

-sMVXA, -eMVYrf*, -eMVZA. 

Les moments de ces composantes, par rapport aux memes droites, sont 
des lors 

-eMV(Z/~ YV)rfs, -eMV(X2'-Zx')A, ~ eMV(Y^'-^ X/ )rf5. 

Les sommes des composantes sur les axes d'inertie sont done 
-fiMIVXrfj, -eMIVYrf*, -tMIVZc/s,. 

et les sommes des moments 

- EMl\(Zf—Yz')ds, - eM2V(Xy-Z^')rfj, - eM2V(Yx'-Xj')</5, 

les sommes se rapportant k toute la surface du projectile. 

Les sommes des composantes des forces resistantes sur les trois axes 
Bxes passant par Torigine sont 

-£M(a IWds-^-b IWds-hc l\Zds), 
- £M(a' IWds -+- b' IWds + & lYZds), 
-■ iMia'^lW ds -+- b"l\Yds -t- c"l\Zds). 

Outre les forces resistantes, il y a encore a considerer le poids du 
corps et ia pouss6e de Fair. Soient P le poids du corps et m celui de 
Tair deplace, — P -j- bt sera la somme des composantes sur Taxe des Z; 

on peutecrire— P(i — ^)ou bien — Mg^, g representanl des lors 
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I'acceleration due au poids du corps dans Fair. Les composantes de 
ces forces sur les axes des x et des^ sont nulles. Le poids du corps 
etant une force passant par le centre de gravite, ses moments par 
rapport aux axes d'inertie sont nuls, mais il n'en est pas de meme de la 
poussee. Soit ^la distance du centre de poussee au centre de gravite, 
d pouvant etre positif ou negatif. Les composantes de la pouss^ sur 
les trois axes d'inertie sont 

^a"^ cj^*', cjc", 

et les coordonnees de son point d'application 

rf, o, 0. 

Les moments par rapport aux axes d*inertie sont done 

ou bien, en posant s^= Mfx, 

o, — MjLic?^, 4-Mfx6^ 

3. Determination des integrates doubles. — La valeur de V pent s'ecrire, 
en developpant, 

p n'y figure pas, parce que, la surface etant de revolution, on a en 
chaque point Zy' — Yz' = o. 

Pour avoir les integrales chercli^es, il faut multiplier cette expres- 
sion successivement par 

\ds, Yds, Zdsy (\z'^Zx')ds, {Yx' '-Xy')ds, 

et inlegrer sur toute la surface. 

Je rcmarquerai qu'une integrale dont Telement est de degre impair 
par rapport a Y et j' ou bien par rapport k Z etV est nuUe. En effet, 
la surface etant de revolution autour de I'axe des x\ les elements sont 
deux a deux symetriques par rapport aux plans z'ox^ et yox\ Les 
valeurs de Y et/ ou bien de Z et z' qui correspondent a des elements 
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symelriques sent egales et de signes conlraires; d^s lors Tintegrale 
etant la somme d*elements deux a deux egaux et de signes contraires 
ost nulle. On obtient, en tenant compte de cette remarque, 

l\Xds= ulX'ds, 

l\Yds= u'lX^ds -f- r2Y(Yx'- X7')rf5, 

INlds^^u^ll'ds -f- qll[\z'-Zx')ds\ 

l\{\z'-Zx')ds=u''lZ{\z' -lx')ds'^ql(Xz''-Zx'yds, 

Je remarquerai maintenant que deux integrales dont les elements ne 
different que par le changement de Y ety en Z et z\ et reciproquement, 
sont egales. Cela resulte de ce que, la surface etant de revolution, rien 
ne distingue les axes des y et des z. 
Je pose 

2X'(/s = A, 2Y»rf*=:B, 2Y(Yx'-X7')(/5=:G, l[\z' -Zx'yds^^D. 

A, B, C, D sont des coefficients constants dont la valeur depend de la 
forme du projectile, et qu'on pourra calculer quand on se donnera la 
section m^ridienne. II vient alors 

2VX* = Aii, 2VYrf*=:Ba'H-Cr, 2VZrfi = Ba"- C?, 

2V(Xz'--Za:')(/i=-Ca''-+-D9, 2V(Yx' — Xjr')& = Gm'-+- Dr. 

Les quantites u, u\ u" qui entrent dans ces equations ont pour 

valeurs 

dx ,dr . „dz 

I L^x ,,dy ,„dz 

,, dx ,dr „dz 

Les equations du mouvement sont maintenant connues. 

Les moments des forces par rapport ^ Taxe d*inertie Go/ etant nuls, 
il en r^sulte que;> reste constant; il garde done sa valeur initiale u. II 
n'y a done plus que quatorze Equations et autant d'inconnues. 
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Ccf> equations sent 

^ -^ - e [a Am + b{Bu' ■+■ Cr) -t- c (B«' - Cg)], 
^' .^ _ £ [a' Am ■+■ 6'(B«' -1- Cr) + c'(B«" - C?)], 
^ = - g- ela" \u-h b'(Tiu' -h Cr)-r- c'iBu' - Cq)]; 

/"^ = (/"— /')wr-^c'-e<— Cw'-I-Dg), 
/"^ = -(/"-/')w9 + (i6'' — e(C«' + Dr); 

rfrt , daf ,, , da" ,,, „ 

^ = br-cq, — = br-cq, —^br^c'^q, 

db db' , , db"" „ „ 

(it at at 

dc . rfc' ., . rfc'' .^ ^ 

-j-z^z — (,)b -haq, -J-- :=z — Mb' -ha'q, --r- = — b^b" -\' a'^q, 

4. Pour connaitre les circonstances du mojuveinent, il faut integrer 
les quatorzc equations simultanees qui precedent. On connaitra alors a 
chaque instant la position du centre de gravite et la direction de Taxe 
de figure. Cela ne peut se faire exactement, mais on pent avoir des 
valeurs approchees des inconnues, dans le cas oil les termes qui con- 
tiennents et fxen facteurs sont trfes-petits ^arra^^orr a g. En effet, les in- 
connues sont alors developpables en series rapidement convergentes par 
rapport aux puissances croissantes de b et jul. Si Ton peut calculer les 
premiers termes de ces series, on aura des valeurs suilisamment appro- 
chees des inconnues. 

Ainsi, je suppose 6 et /x Ires-peiils, et je me propose de determiner le 
mouvement de rotation du solide autour de son centre de gravite en 
negligeant les puissances de e et /x superieures a la premiere, et cela me 
permettra d'avoir a?, r, z en ne negligeant que les puissances de £ et jul 
superieures a la seconde. On obtient une premiere approximation en 
remplacant e et jxpar zero dans les Equations du mouvement. Les valeurs 
obtenues pour les inconnues par Tint^gration des equations ainsi for- 
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mees sont les termes indepeDdants de 6 et ft dans les series prece- 
demm^Dt indiquees. Elles correspondent au mouvement dans le vide. 
Les equations differentielles deviennent 

m 

d^x rfy rf*z 

lesquelles donuent, en tenant compte des valours initiales, 

xz=:v.tcosaf 7 = 0, z=:v9tsina gt*, 9 = 0, rr^o. 

Les equations aux cosinus sont alors 



da 
dt-""^ 


da' 
Si-''' 


rfa" 


db 


db' 


dt ="'^' 



dc , d& ,, da" ,„ 

Integrant et tenant compte des valours initiates, on obtient 

a = cosa» a* = 0, a*' = sin a, 

6= — sinasinw/, 6' = cosa)/, 6*'= cos a sin w/, 

c = — sinacos6)^ c' == — sinot)/, c'' = cosacosca/, 

valours qui prouvent que Taxe du projectile se deplace parallelement 
a lui-meme. On aurait pu regarder ce resultat comme acquis, et en 
conclure geom^triquement les valours qui pr^c^dent. 



5. Je pose 



I 



X = v^t cosa -f- x„ 2 = f«/ sina fiT'* -+- ^i» 



2 



a = cosa 4- flTi, a" = sin a -h a' , 

6 = — sina sinck)^ -+- 6i, 6' = cosw/ -f-6',, ft'^nr cosasinw/ -+- 4% 

c? = — sinacosci)/ H-c„ c' =— sinco/H- c',, 0^^ = cosacosoj^ -4-c1. 

Annalti scientifiques de tEcole Normale supirieure. Tome V. 3 
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Les variables X| , y, «« , ^, r; ai , a\ a\ ; b^ , b\ , 6"^ ; C| , c, , c'j , s'an- 
nulant en meme temps que i et fx, contiennent ces nombres en fac- 
teurs. 

Les equations aux cosinus deviennent, par cette substitution, 

-T-i =sina(gcosw/— rsinw^, -jtt =gsinM^-}- rcosw^ -tj- = — cosa(9COSw/ — rsino)/), 

-J- =:wc, — rcosa, -^ = wc,, -^-1- = wr, — rsina, 

rfc, . rfc', ., rfc'! .„ . 

-TT = •— w6, -+- ^cosa, -Tj- = — w6, , -yp = — &)6, -h 9 sin a. 

J'ai neglige dans ces Equations les carr^s des nouvelles variables, ee 
qui revient ^ negliger les carres de e et fi. 

Les deux equations -jp = (iic\ , -^ = — wfe'j montrent qu'k I'ap- 

proximation convenue on a 

b\ = o, c\ = o. 

A la meme approximation on a, d*aprfes les equations en a, et a\ , 
cos a -^ -f- sin a -^ = o, d'ou Ton conclut 

a, = — a^ . tang a. 

6. Je considere maintenant les deux equations 

dbt dct . 

■— = ck)C, — rcosa, "j r = — ca 0, -f- 9 cos a. 

Je pose 

6, = Msin&)f H-M' coswf, c, = Mcosci)/-- M'sino)^ 
M et M' etant deux nouvelles variables; on en deduit aisement 

biSincfit -f- c, cosw/=^M, 6, cosco/ — c, sin&)/ = M', 
puis 

rfM dW d}i dW 

smcaZ-TT -+- cosck)/— TT ="- rcosa, cosw^ — y- — - smw/ —7- =acosa. 
d/ dt dt dt ^ 



» , _. _> 
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Cela donne 

-T— = cosa(jcos&)/ — r sin Ml) = t-> dou M = — a,, 

^M' / . . ^% da' ., , .,, , 

--iT- = — cosaCfsinot)/ 4- rcosa)/) = — cosa«-j-i dou M = — ffcosa, 

Ainsi OD peut remplacer les deux equations difTerentieiles en 6, et C| 
par les deux relations suivantes : 

61 sin 6)/ -f-c, cos(i)/=: — a*, , 

6, cosci)/ — c, sin6)l=: — a'.cosa. 

En operant de meme, on trouve que les deux equations difTerentieiles 
en h\ et c\ peuvent Stre remplac^es par les relations 

b\ sinw/ -f-c'J cos&)/ = — rf[ tang a, 
6* cosGt)/ — c^, sinci)/ = — o'sina. 

On voit d'apres cela que tons les cosinus dependent seulement de a' 
et a* , et cela etait evident a priori^ parce que, o) etant constant, le 
mouvemcnt de Taxe de figure determine celui des deux autres axes 
d*inertie. 

7. Pour avoir a' et a' , il faut, d'apr^s les relations pr^cedentes, con- 
naitre les deux expressions ^sincoi + rcosu/, ^cosu/ — rsinui, au 
premier ordre prfes. 

Les equations aux rotations sont 

/'» ^ = - (I" - /*) wg 4- juifc" - e (Ca' -f- Dr). 

Negliger les puissances de £ et fx superieures k la premiere, cela re- 

vient k faire e et fx nuls dans b'\ d\ Ci/ 4- Dr, Cm" — Dy. 

II faut, par consequent, supprimer les termes D^, Dr; remplacer h" 

et d' par cosoesinui et cosacoscoi, puis calculer u! et u" en y negli- 

3. 
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geant les termes du premier ordre. On a 

^ dx ,dr /, dz 
dx dr dz 

b=: — sinasinca/y c = — sinacosci)/, 6^=:cosasinci)/, c*'= cosaeosu/. 

Done 

m' = — gf/cosa.sinM/, a*= — g/cosa.cosw/. 

Les Equations aux rotations devieDnent alors 

da /" — /' I 

^ = —77?— «'•- ^,(f-<- eCgr/)cos«cos&)^ 

rf;* /'I — /J I 

^= ^7j— «?-f-j75(fx-f-cCgf/)cosasin&>/. 

Je pose comme pr^cedemment 

q = Ms\n ( — ^75— «n-f-M'cos( — ^7^— w/J, 

r=Mcos ( — 77i— "^)~ M'sinl — ^77— w/j> 
d'oii Ton d^duit 

^sino)/-*- rcos&)l==Mcosf pjw/j -HM'sInf j7;w/j> 

^cosw/ — rsina)/ = — Msin f jTjto/JH-M'cosf^jW/jj 

* 

Les deux equations diffgrentielles deviennent 
sin ( — ^77- «n -^-4- cos ( — 77?— «0 "rfT ~ "" r» ^^ "*" «Cgf/)cosacosw/, 



cos 



\^ /;» &)/ j -^ - sm ^—777- "') "rfT "^ F' ^'^ ^^^^ ^^^* ^'" " ' 
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lesquelles peuvent Stre remplacees par les suivantes : 

-jf =275(f^-<-eCfirOcosasin^j7;w/j, 

"7?f = - 775 (f -<- eCgrO cosa cos \^jr, w/j • 

Integrant et tenant compte de ce que M et M' sant nuls pour t r= o, 
on obtient 

M = -j^|^fx-(,x4-eCff/)cos(^^,w/j-4.^eCffsin(^j;5«/jJ, 

Ces valeurs donneirt 

cosaf / /* \ /'* //* \l 

}sin(o^-hrcos6)/==— -yj^U^-eCgrf-fxcoslpjw/^ 

cosaf/'* //' \ /" //' \1 

?cosa>^--rsino)r==:--^^j^j;^cCg4- fxsin^^&)/j- j5^£CffC0s(^^w/j ^ 

on en conclut 



da 



' cosa r / 1^ \ l'^ //' M 

En integrant, on obtient 

cosaf . « ^ .. /'' . //• A 

, /"cos»ar ^ , //'A /'• n , f I'- Al 

"' = ~7^7~ L^^^' "^ f*" '* *=®^ (f "7~/^ *^^^'" V/^ •"') J* 

Une parallele a Taxe de revolution menee par I'origine des coordon- 
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nees a pour projection sur le plan horizoDtal une droite dont I'^quation 
est 

X y 
a a' 

Si Ton appelle ^ Tangle que cette droite fait avec Oo?, on a 
c*est-a-diret en negligeant les termes du deuxi^me ordre, 

^ COS a 

On a done 



+=-/i;^-(£^c^-^c^'' 



-M^sin(^../) + (^^)'eCgcos(^o./)] 



Les valeurs do ^ et de a"" = sindc + a\ defmissent le mouvenient du pro- 
jectile autour de son centre de gravite. 

Elles renferment dee termes periodiques et des termes non p^rio* 
diques. 

8. Je considere la droite dont le mouvement serait defmi par les 
termes non periodiques, de sorte qu'on aura pour cette droite 

Cette droite repr^sente la position moyenne de Taxe du projectile. Je 
I'appellerai Taxe moyen. L'axe reel tourne autour de eel axe moyen : 
je Tappellerai Taxe vrai. J*appellerai encore pole moyen et pole vrai 
les extremit^s de longueurs ^gales k Tunit^ port^es sur ces deux axes 
a partir de Torigine. 

Les formules qui precedent montrent que I'axe moyen tourne autour 
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de la verticale menee par le centre de gravite et que ce mouvement est 
uniformement varie. II change de sens avec le sens de la rotation ini- 
tiate du solide autour de son axe de figure, et il est d*autant plus lent 
que la vitesse de rotation initiate est plus grande. 

Ce mouvement est Tanalogue de celui qu'on appelle en Astronomie 
mouvement de precession. 

Outre ce mouvement de rotation autour de la verticale, Taxe moyen 
possede un second mouvement, en vertu duquel il se rapproche ou 
s*eloigne de la verticale. Ce second mouvement est beaucoup plus lent 
que le premier si co est grand, et son sens est independant du signe 
de ci), c*est-a-dire du sens de la rotation du solide autour de son axe de 
figure. La vitesse de ce mouvement est constante. 

Ce mouvement est Tanalogua de celui qu'on appelle en Astronomie 
variation seculaire de Tobliquit^ de Tecliptique. 

9. II reste a ^tudier le mouvement du pole vrai autour du pole 
moyen. De Torigine comme centre, je decris une sphere avec un rayon 
egal k Tunite. Soient P et/? les points oil les axes moyen et vrai percent 
cette sphere; OA etOB les rayons qui coincident avec les axesOo? et 0^;. 

Fig. I. 




Je mene les axes de grand cercle BP et B/> qui percent le plan horizon- 
tal en C etD, puis Tare de grand cercle ACD. Par le point p, je mene 
Fare de petit cercle pE perpendiculaire k Tare de grand cercle BP. 
Soit E le point d'intersection des deux arcs. Les arcs V%pE ^tant tres- 
petits peuvent Stre consid^r^s comme rectilignes; je les appellerai § et >?, 
et je compterai § positivement de P vers C, et ri positivement de C versD. 
Je cherche main tenant les valeurs de ^ et v}. 



a4 McwvEHENT d'uit pbotectile oahs l'aib. 

L'arc BE etaat ^gal k Bp, on a 

cos ( BP + $) = sin« + ^^^^ (/I. H- e C^/ ) 



/''cos'ar //• A . /" p . //' \1 



ou 

cosBP- $sinBP = sina -+- ^^^, (fx -f- eC^O 






sin BP doit etre remplac^ par cos a, parce qu*il est multipli^ par ^, et 



Done 



on f /''COS'a, ■ n MX 

$=^^[f^cos(ila)/)4.il.Cfirsin(^^«^^^ 



D*autre part, on a 

>j = DC cosa. 

L*arc AD a meme valeur que sa tangente a Tapproximation convenue ; 
done 

En faisant la somm€ des carr^s de ^ et v}, on obtient 



y, , /"cos'a/ , /'^ ,,,, \ 



quantity independante du temps. On en conclut que l*axe vrai tourne 
autour de I'axe moyen en decrivant autour de lui un edne de revolution. 

La duree de ce mouvement periodique est 271^7-1 quantite trfes-petite 

si CO est grand. I) faut maintenant trouver le sens de ce mouvement. II 
est determine par \e signe de Texpression 

ydn dl 
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Cetle expression a pour valeur 

/"cos*a 



cos' a / , r* ,^, \ 



On en conclut que le sens de ce mouvement est le meme que celui de 
la rotation du projectile autour de son axe de figure. De plus, la vitesse 

est constante et egale k -^ • 

Le mouvement de Taxe vrai autour de Taxe moyen est Tanalogue de 
eelui qu*on appelle en Astronomic mouvement de nutation. 

10. Le mouvement du solide autour de son centre de gravite etant 
mainienant connu, je vais determiner le mouvement de ce point. Dans 
les valeurs de w, u\ u", je fais 

dx dxx dz , dzx 

rt = cosaH- a,, a'' = sina-f-a% 

A = — sina sinwZ-f- 6„ b' =:cosw^ 6"==cosa sina)/-f- 6% 

c = — sinacosw/-+- c„ c'= — sinw/, c'' = cosacos&)/-f-c% 

et je neglige les puissances des nouvelles variables sup^rieures k la pre- 
miere. J'obtiens ainsi 

dxi dZx „ 

u =— g^rcosasmw/— • ( sma-^- — cosa-jr- |sm&)/ 
-h -^cosck)/ 4- 6i v% cosa 4- 6* ( f« sina — gi)y 

u''=: — gtcosacoscot — I sina-jr — cosa -j- j cosw/ 
— -^sinw/ -I" c, Ve cosa -f- c^ (f.sina — gt). 

On obtient ensuite au m£me degre d*approximation 

2 VXrff = ACv, — gt sina) -f- A ( cosa -— -f- sina-^ j — A gt a*,, 

Afinafes scientifiqMes de Vtcole Normale supirieure. Tome V. 4 
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— sina-^ -f- cosa-j^)slno»/ 
H- B-^cosw/ 4- B[6, i'.cosa -+-61 ( v^, sin a — gi)] -4-Cr, 

i VZ rf^r- - Bgf<coS(xcosa)/4- B( — sina-^' -4-cosa ^j^osw/ 

Porlant ces valeurs et celles descosinus dans les equations du mouve- 
inent, j*obticns au deuxieme ordre pr^, en tenant compte des relations 
precedemment trouvees, 

y, = 0, c/, rrro, fli =: — rfj langa, 

6, sino)/ -h 0, cosw/ = — a1, 6, cosu/ — C| sinw/— — a' cos</, 

6' sinw/ -t- c' cosw/ = — a' langa, l^\ coso)/ — c'sinw/— — a' sin a, 

-7^ = — cosa{jcosw/ — rsinw/), -t- rr^sino)/ -h rcoso)/, 



les valeurs sutvantes : 



-y—* r=r — gl A COS « (c« — gT^ sitta) -+- Bsinacosa. 

. / dx^ . dzA 

-h Acosa (cosa -t- 4- sina-n- I 

„ . / , dxi dzx\ 

-+-B sin« I sina -j- cosa -^ I 



g^ 






(B— A)(i'.sina-*- g^/C0S2a) — ' Clanga ^ 



~ nr — e I A sina(c^«— gf/sina)— Bcos*«.g^l 

A . / dxi . rfz,\ 

-f- A sina (cosa -^ -h sina -rr J 

/ . dxi dzi\ 

^s,n«-3^-cos«^j 



— Bcosa 



- ( B - A)(«.- a^/ sin«)<^, -1- C ^] , 
g= + e[(B-A)(.'.-g<sin«)a'-C^]. 
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1 1 . Les deux premieres valeurs peuvent s'ecrire autrenient. En ne 
prenant que les termes du premier ordre, on obtient 

* 

cosa --7— -h sina -r—- = — 6A(c» ~ g/sina), 

d'ou, en integrant, 

dx, 



cosa 



_ 4. s,„« _. ^ = _ eA I^M - - gr sin« j 



Kn portant ces valeurs dans les equations, il vient 

d^x 

--jj^ = — e[Ai'o cosa -f^ (B — A)g/sinacosa] 

4- CM A»Co/cosa-h -(B» — A»)g/» sina cosa 

4- ( B — A ) ( c', sin a — fir' cos 2 a ) — ^ C tanga -^7- j 

^ '^ ^ 'cosa ° rf/ 

-T— i =: — e[Ai'.sina4- (Bcos'«-f- Asln'a)/f/] 

4-eM A'c^./sina — -(B'cos^a 4- A»s!n*«)gr'» I 
-(B-Ajfi'.-^g^^sinaX + C^. 

Ces formulas permetlenl de calculer x^ el ^i et par suite x et z, 

parceque a' et-^sont des fonctions eonnues du temps. 

Dans le cas oil la vitesse de rotation est considerable, ces fonctions 
restent toujours tres-petites, comme cela a ete d^montre pr^c^demment. 
On pout alors les supprimer et Ton obtient en integrant deux fois : 

ar~(/./C09a — ecosa I - Ac.r -f-^(B — A)/f^sina I 

-he' cosa iA'i'./*4- -^(B» — A»)gr/«srna I1 

4. 
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z == i^a^sina — ^ e - A*', Tsina — jT(Bcos»a -4- Asin'a)g^ I 

-4- e'lg A'l'./^sina ^(B'cos'a -f- A»sin'a)g^/M, 

si le projectile est une sphere B = A. Les formules sont alors celles 
que I'on obtient quand on determine le mouvement d'un point materiel 
pesant dans un milieu dont la resistance est proportionnelle ^ la vitesse 
et dirigee suivant la tangente a la trajectoire en sens contraire du 
mouvement. Les inconnues peuvent s'obtenir sous forme (iuie; mais 
si Ton developpe les valours trouvees en series ordonnees suivant les 
puissances croissantes du coefTicient de resistance, les premiers termes 
sont exactement ceux qui representent les valours ci*dessus de :r et de ;: 
dans lesquelles on fait B = A. 

12. Je considere la valour de-n77> 

do 

^ = s[(B-A)(..-ff/sin«)a'-C^]. 

Cette formule montre qu'il y a une derivation, et que cette derivation 
est une consequence de la rotation de Taxe du projectile autour de la 
verticale menee par le centre de gravile. Gomme le sens de cette rota- 
tion change en mSme temps que celui de la rotation du projectile au- 
tour de son axe de figure, il en resulte qu'il en est de memo de la 
derivation. 

Supposons que la vitesse de rotation soit considerable, on pourra 

alors dans a'et-^ negliger les termes p^riodiques, lesquelsd^terminent 
le mouvement de nutation de Taxe. On obtient alors 






^^^[•"■(^-^^^'•"•^''^"^(^'•^r^fi'^')'^'^'^^ 



Considerons le cas oil le projectile est plein ; le centre de pousseecoin- 
cidant alors avec le centre de gravite, fx est nul, ct Ton a, en ordonnant, 



.^^^[-20g^/ + (B~A)Ci^.ff/'~{B~A)Cg^U^sinaJ 



d^X __ I e'cosa V 
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d'oii, eu integrant deux fois, 

-^ 2 /'(k) ° L 3 12 ' 20^ '^ J 

Dans les premiers instants la parenthese a le signe de — ^C; done j 

a le signe de co. Si, pour fixer les idees, je suppose o) negatif, conime c'est 
le cas pour les projectiles lances par les canons rayes, la derivation se 
fera d'abord a gauche ; mais si v^ est tr^s-grand, et si de plus C et B — A 
sont de meme signe, cette derivation a gauche ne durera qu'un temps 
trfes-court, de sorte qu'elle pourra etre insensible. Apres une fraction 
tresrpetite de seconde, le projectile repassera par le plan du tir, et, a par- 
tir de cet instant, la derivation se fera h droite. Si Tangle de tir ol est 
petit, comme c'est le cas ordinaire, la formule devient sensiblement 

I e>C(B-A) ,, 



Pour une meme bouche a feu, - est constant; on en conclut que la 

derivation produite au bout d'un temps donne est independante de la 
charge. 

13. J'applique cette theorie aquelques exemples. 
1^ Le projectile est plein, homogene et a centre, 
fx est nul, rintegralc 

est nulle egalement, parce que ses elements sont deux a deux ^gaux et 
de signes contraires. Par consequent, Taxede figure restera parallele k 
lui-memeet la derivation n'existera pas. 

a^ Le projectile est une sphere homogbne, mais creuse. 

La cavite est spherique et son centre place sur Taxe de rotation, mais 
en un point different du centre du projectile. 

Si le centre de la cavite est en avant du centre de la sphere, le 
centre de gravite se trouvera en arribre du centre de figure; |x sera done 
positif. L'integrale C se reduit \ lY^x'ds. 

Cette quantite etant nulle quand Torigine est le centre de figure, 
devient positive quand elle est portee en arriere, parce que x' aug- 
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X 

inente. Ainsi |x ctC sont positifs tous deux. II en resulle que le sensdu 
niouvement de precession est le contraire de celui de la rotation initiale. 
Les deux mouvements seraient de meme sens si le centre de la cavito 
etait en arriere du centre de la sphere. 
i.a formule de derivation se reduit dans ce cas k 

parce que A = B; elle montre que la derivation a dans les deux cas le 
signe de o>>. De plus, elle ne depend pas de la vitesse initiale i^^- 

3^ Le projectile est forme d'un cylindre plein surinonte d'un lie- 
n)ispliere de meme rayon. 

Soient R et H Ic rayon et la hauteur du cylindre. 

Calcul de a = iX^ds. — La partie de A qui correspond a la suri'acc 
( ylindrique est nulle, cclle qui correspond a la base du cylindre est ttR'. 

Pour avoir celle qui correspond k Themisphere, j'appellerai <p Tangle 

que la normale en un point d'un certain parallele fait avec Taxe, 

et 5 Tangle que Ic meridien qui passe en ce point fait avec vOt. On a 

alors 

X -- cos 9, ds — H* sin 9 d(^ dO. 

J/inte^'rale a calculer devient 

2 cos'9 . H' sin (f dodo, 

Tintegration par rapport a devant etre faite entre o et 271, et Tinte- 
gralion par rapport a 9, entre o et -• On obtient ainsi ^ttR*. Done 

Calcul de B = 2Y^ els. — La partie de B qui correspond a la sur- 
face du cvlindre est 

Icos^BdOndx — Tr^h. 

La partie qui correspond a Themispbere a pour expression 

2cos*0sin'9R*sin9rf9rf0 — rR' / sin'odo ^^^t-H'. 



* o 
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Done 

II en resulte 

B- A = ;rR(H-R). 

Calgul de C = 2Y(Ya?' — Xy)di. — Cette inlegrale se compose 
cJe deux termes, I'un qui depend de la position du centre de gravite, 
Tautre qui n'en depend pas. Je calcule d*abord le second, IXYyds. 

Cette integrate n'existe que pour rh^misphere. On a, en conservant 
les memes notations, 

y = R sin 9 cos 0, Y = sin <p cos 0, 
Done 

l\Yyds=:i:K* I sin* 9 coscprfcp = 7 R*. 

Pour avoir Tautre terme, il faut d*abord determiner la position du 
centre de gravite. Le centre de gravite g du cylindre est au milieu de 
Taxe, celui g' de riiemisphere k une distance du plan de sa base egale 

a g R. Soit G le centre de gravite du solide entier, on a 

d'oii 

H + ^R 

Gg=l^ — !— 

.H-4-Ir 

La distance de la base de Th^misphere au centre de gravite G est 
alors 

H' - i R^ 

I 1 
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II en resulte que rabscissed'un point de riiemisphere est 



IV - - IV 

x' = 1- R COS 9. 



Calculons inaintenant Tintegrale lY^x'ds. Elle se compose d'une 
partie eorrespondant a la surface du cylindre. Celte partie est egale a 



lcos'ex'Kdedx' = 7:K I x'dx 



=""/• 



En prenant les limiles voulues, on obtient 

-rRH^R ^ — 

H + ^R 

La partie qui correspond a I'hemisphere a pour valeur 

2sin'9COS'e( i hKcos(p | R>$in(prf(prf^ 



// U'-^R' 
sin»9 ( i-Rcos9 ) rfip, 

»t'est-a-dire, en et'fectuanl, 

II' --K' 

h + |r ? 

Done 

lY'x'ds=^o. 

Done enfin on obtient pour C, toutes reductions faites, 

C=:~7 7rR\ 

4 
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C est negalif, B — A est positif quand fl>R. On en conclut, si w est 
negatif, que Taxe du projectile est devie vers la gauche et que la deri- 
vation se fait a gauche. Si, au contraire, H<R, Taxe est encore devie 
vers la gauche, mais la derivation se fait a droite. 

4® Je prends pour projectile un cylindre creux; la surface convexe 
a partout la meme epaisseur, mais les deux bases ont des ^paisseurs 
ditterentes. 

Soient R et H le rayon et la hauteur du cylindre, a la distance du 
centre de gravity au point milieu de Taxe; a sera positif ou negatif 
suivant que Tepaisseur de la base anterieure sera superieure ou infe- 
rieure a celle de la base posterieure. 

On trouve aisement 

B — A = 7rR(H — 2R), C = — TrRHa, /x = ~Kfl, 

K etant un coefficient positif. Par consequent, si la base anterieure est 
plus epaisse que la base posterieure et si en m^me temps H depasse aR, 
Taxe du projectile tournera vers la gauche et la derivation se fera vers 
la droite. Mais si H est egal ou inferieur a t^R, la derivation se fera vers 
la gauche. 



SECONDE PARTIE. 

RESISTANCE PROPORTIONNELLE AU CUBE DE LA VITESSE. 



Des experiences faites k Metz en 1 856 et 1 867 par la Commission des 
principes du tir ont fait connaitre que la resistance de Fair sur des 
boulets sph^riques piouvait etre sensiblement representee par une 
force unique dont Tintensit^ variait proportionnellement au cube de la 
Vitesse du boulet. II en sera ainsi si Ton suppose que chaque resistance 
eiementaire est proportionnelle au cube de la vitesse normale de Tele- 
ment sur lequel elle agit. II y a done interet a resoudre le probleme 
en admettant cette nouvelle loi. 

« 

1 . On demontre comme precedemment que si Ton repr^sente par V 

Annales scientifiqiies de VEcole Normale superieure. Tome V. 5 
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Texpression 

{u -h qz' - /j')X -h (m' -f- r^ - pr')Y -f- {u'' -4- px' - qx')Z, 

les equations qui definissent le mouvement du projectile sont 

^ = -e(al\'\ds -h blV'Yds -f- clW'Zds), 
ar 

^=- e(a'2V»Xrf5 4- b'lV^Yds 4- c'lV'S rf*), 

/'» ^ = ( r» - /»)wr - ixc'' ~ sSV^X^' - Z^') ds, 
/" ^ = - ( /'» - /») w9 4- ^6" - ilW^Yx' - X/ ) ds; 



da . 

rf/ *r cq. 










db 

-r- — 6) c — ar, 




-3- _ wc'— a'r, 




— r— 6ic — a^r; 
at 


dc . 
dt "*-^ 


aq. 


dt "^-^^ 


9. 


dtf 

^ - cA" + «"V, 



expressions dans lesquelles u^ u\ u" ont pour valeurs 



dx , dx „ dz 

"'=''-di^''Tt^'' di' 

„ dx ,dy ^dz 

2. Developpement des sommes : 

V^ r= [u\ 4- tt'Y 4- a-'Z 4- ^ (Xz' - Ix') 4- r( Yx' - X/)]»; 

je developpe ce cube : on sait que Ton a 

(2^)' ~ 2a» 4- 32 a*b 4- 62 abc. 
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On obtient alors 

-4-3aa'"XZ'-h3tt'tt''^YZ' 

-+- Zu^q X'(Xz'-Zx') + 3ii"^Y»(X2' - Zx') -h 3a-'»^Z»{Xz' — Zx') 

-f-3/i'rX»(Ya:'- X/)H- 3M"rYMYa:'-X/) -4- 3f/''»rZ'(Y:c' - X/) 

-h3«9»X(Xz'-Za:')' + 3M'^»Y(X2' — Z^7-4-3w'^^»Z(X2'-Za-7 

-f- 3wr»X{Y:c' - X/)' -h 3ii'r»Y(Ya:' - X/)' -h 3M"r»Z( Yo:' - X/)' 

-h3gV(XV-Zx')'(Yx'-X/)-+-39r»(Xz'-Zx')(Ya:'-Xr')' 

6m' «''7YZ(X2' - Za:') 4- e^uu^qXliXz' — Zo:') 

-f-6ttf<'jXY(X2'-Z:r') 

6tt' w-'rYZ( Yo:' - X/) -f- 6ttM"rXZ(Y:p' — X/) 

+ 6ttii'rXY(Y^'-"X/) 

6w^rX(Xz'-Zx')(Ya:'~X/)-t-6a'9rY(Xz'~Zx')(Y:r'~X/) 

-h Sw^^rZ {\z' - Zx') (Y^' - X/). 

Pour avoir les sommes cherchees, il faut multiplier cette expression 
successivement par 

Xds, Yds, Zds, {\z'-Zx')ds, (Ya:'-X/)rfs, 

et integrer sur toute la surface. On remarquera comme precedemment 
que les integrales dont les elements sont de degre impair par rapport 
a Y et y\ ou bien par rapport k Z et z\ sont oulles. On obtient 

lY'Xds =: u'l\*ds-h3uu''lXJY'ds -hSua'^^lX^Z^ds 

-h 6uu^qlX'Z{Xz' - Za^ )& -h 6uu'rlX'Y{Yx' - Xx')ds 

-h3uq'lX'{Xz' — Zx'Yds'h3ur^lX^Yx'--Xx')ds, 

IVYds^u'^lY'ds -+- 3u'u'lX'Y'ds -f- 3u'u"'lY'Z'ds 

'h3u'rlX'Y{Yx'-Xy')ds'^3u"rlY'(Yx'-Xx')ds 

-{-3u''^rlYZ'{Yx''-Xx')ds-h6u'u''qlY'Z(Xz'-'Zx')ds 

-h3u'q'2Y^Xz'-^Zx'yds'\'3u'r'lY'(Yx'-Xx'yds 

4- 6u''qrlYZ{Xz''^Zx')[Yx'-'Xx')ds 

r*lY{Yx''^Xx'Yds^3q'rlY(Xz'-Zx'y(Yx'-Xr')ds, 

5. 
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■^^u"'qlV{Xz'—Zx')ds + &u'u''rl\Z''[Yx'—\f)ds 

-4-6M'7r2YZ(Xy-Z^')(Y^-Xj')rfj4-//'2Z(Xz'-Z:r')*rf5 

Zqr'll[\z'-Zx')[\x'-'Xx'Yds, 



iV^{Xz'~Z^')rf5 = ii"'2Z»(Xz'-Zar')A-h3M»ii"2X»Z(Xi;'-Zar')rfs 

4-3ii''M''2Y'Z(X2'~Z:c')rf5 

-f- 3ii»92X'(X2'- Zar')»rf5 -f- 3a'»j2Y'(Xz'- Za:')»rff 

-h 3tt''»j2ZMX 3'- Zar')»flfi 

6ii'tt''r2YZ(Ya:'-X/)(Xz'~Z:c')rf5 

ZuTq^lli^z' '-Zx'Yds 

-h 3a'V2Z(Y;p'- Xj')»(Xz'- Zx') rf* 

-f-6a'9r2Y(Xz'~Zx')»(Yx'-X^')rf5 

4-g'2(Xz'— Zx')«rf5 

-h 39r^2(Xz'~ Zx')»(Yx'- X7')»rf5, 

vV3(Y^'-X7')rf5=fi''2YnYx'-Xj')rf5 4-3a»a'2X»Y(Ya:'-Xj')rf5 

-4- 3tt'ii'''2YZMYx'— X/')^5 

-+- 3wV2X^(Yx' -X^'')'rf5 + 3a'»r2Y»(Yr'-X7')»£/5 

-4- 3a'^'r2Z»(Ya:'- Xj'j^rfs 

-+-6w'a''^2YZ(Xz'-Zx')(Ya:'-X/')rfj 

-4-3M'//'2Y(Xz'--Za:')»(Yar'-Xj')r/j 

+ 3ttV2y(Yx'-X/')^rf5 

-+- 6a''9r2Z(X2' - Zx')[\x' - X/'j^rf* 

-+-r»2(Yx'-X7')^rff 

-\-Zq^rl{\z'-Zx'Y{\x'-\y'yds. 

3. Les deux remarques suivantes permettent de simplifier ces ex- 
pressions. 

i^ Les integrales dont les elements ne different que par le change- 
ment de Y ety' en Z et z\ et reciproquement, sont egales. 

2^ Les integrales dont les elements sont du quatrieme degre par rap- 
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port a Y et 7' ou bien par rapport k Z et «' se ramenent a des inte- 
grales dont les elemenls sont du deuxifeme degr^ par rapport a ces 
variables. En effet, soient M un point appartenant au paraliele dont le 



Fig. 2. 




centre estC; MO la normale en ce point qui rencontre l*axe en 0; 
OB la projection de cette normale sur le plan perpendiculaire a Taxe ; 
OD et OE des parallfeles aux axes menses par le point 0. 

Du point comme centre je decris une sphere de rayon egal a 
Tunite. Soient A» B, D, E les points oil elle est rencontree par les 
droites passant en 0; je mfene les arcs de grands cercles AB, AE, AD, 
DBE. Soient maintenant 9 Tangle que la normale fait avec Taxe et 9 
Tangle que le meridien du point M fait avec le plan 7' 0^. II est visible 
que 

AB = -~<p, cosAD = Y, cosAE=:Z, BD = 0, EB = --©. 

2 2 

Les deux triangles spheriques ABD, ABE donnent 

Y = sin9 cosO, Z = sin 9 sin 0. 

On a d'ailleurs 

X = cos(p, 7' = pcos0, z'=zps\nO, 

en appelant p le rayon MG. L'el^ment de surface est un petit rectangle 
dont les c6tes sont les differentielles des arcs du parallMe et du meri- 
dien passant par le point M; Tare de paraliele a pour dilTerentiellep^d 

et celui du meridien -. — •) done 

sm^ 

, pdQdx' 
sm(p 
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Considerons maintenant Finlegrale 2Y*ds; elle devient 
2cos*0rfesin»9prfx'-— / cos* 6 dO js\n':^pdx'; 

or, CD integraDt par parties, od trouve 



COS* Ode — 3 I s'ln^Ocos^O dQ; 

on en conclut 

lY*ds:r. 31Y^Z'ds. 

On demontre de meme que 

lY'{Yx'-\r'yds:=3lY'(\z'-'Zx'yds, 
lY{Yx'-\r'Yds=32Y{\z'-Zx'){Yx'-\x')ds, 
l{Yx'-Xx'Yds^31(\z'-Zx'y(Yx'--\r')ds. 
Enfm 

lYZ{\z' -Zx')(Yx' '^\x')ds = - lY'iXz' "Zx'y ds. 
En effeif la surface etant de revolution, on a en chaquc point 

Y Z ., , Yx' Zx' 

J'^l'' ^ou — .= _, 

d'oii 

Yx'-^Xy' ^ Zx'-Xz' 
Y " Z ' 

el par suite 

Z ( Y :c' - X / ) = Y ( Z x' - \ 2' ). 

Done on a en chaque point 

YZ(Xz'~Z:c'){Y^'-Xj')rr-- Y'(Za:'-X2')% 

et par consequent 

lYZ{\z'-^Zz')(Yx'~\r')ds=z~lY'(Zx' -^Xz'yds, 
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4. Je pose maintenant 

l\ZHYx'^\x')ds = E, 2X'(Yx'-\x'ydsz=F, lZ'{Yx'-\x\yds = G, 
Z Y ( Y^' — X^ ' ) (Xz' - Zx'yds = H, 2 ( Y^' - X/' y {\z' - Zx'yds — K. 

Ces coefficients definissent le projectile; les trois premiers A, B» C 
representent des surfaces, leurs valeurs dependent seulement de la 
surface du projectile. Les autres coefficients dependent de*la position 
du centre de gravite. 
, Les expressions qui precedent deviennent 

2;V*Yrf5r^3CM'»-i-3Bii»w'4-3CMV^-h3DMV4-9Ef<''r-i-3EM''V-6E«'M"9 
-4-3Gw'g'-4-9Gtt'r'~6GM"jr-+-3Hr* + 3HgV, 

lY'Zds z= 3Cm"'4- 3BaVi"4- 3Ctt'»M"~ 3Dm»9— 3Efi'»g--9E/i'"94-6EM'a^' 

9Gm"^' 4- SGu^r' — GGu'qr — 3Bq^ ~ 3H^r% 



l\'(\z'-'Zx')ds = -3Eu''*—3Du'u''-^3Eu''u''-\'3¥u'q-h3Gu''g 

3Kj*-+-3K9r', 



2V^(Yj/-X7')rf5 = 3Ea'»-f-3Df/»f*'4-3Ett'tt-'»4-3Ftt»r4-9Gw'»/w-3Gw'^'/- 

-6Ga'w''g4-3H«'j'-f-9Hw'r»~6HM''9r4-3Kr» 
3KgV. 



Les equations du mouvenient etant maintenant connues, je me pro- 
pose, comme dans la premifere Partie, de determiner le mouvement de 
rotation du solide autour de son centre de gravite, en negligeant les 
puissances de £ et fx superieures a la premifere, et cela me permettra 
d'avoir x, y, z, en ne negligeant que les puissances de s et |x supe- 
rieures k la seconde. 

5. Les equations aux cosinus peuvent, en negligeant les termes 
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d'ordre superieur au premier, etre remplaeees par les suivantes : 

ri, =z — tf*[ tang a, 

da' . ^ ^ da", 

-r- = ^sinw/ -h rcosco/, -jp = — cosa(9COS6)/ — rsinot)/), 

6, sinw/ -f- ccosck)/ = — cf^, b\ siiio)/ 4- c\ coso)/ = -- a", langa, 

6, coso)/ — c, sinci)/ = — a' cos a, 6* cosw/ — c' sinw/ = -- a' sin a, 

b\ = o, 6\ = o, 

ees variables ayant le meme sens que dans le premier probleme. 

6. Pour determiner ^sincj/ 4- reosw/ et ^coso)/ — rsinco/ au pre- 
mier ordre pres, il faut n^gliger 6 et /x dans 2V'(Xz' — 7^af) ds et 
2\3(Yx' - Xy)d>; on obtient 

l\H\z' — Zj:')rfj = 3[D(i^.— g/sin«)'-4-EgW*cos'a]g^/cosacos&)/, 
2V'(Y:c' — X/)£/5 = 3[D(c. — g^/sina)'-f-Eg»/»cos»a]g^/cosasinw^ 

Les equations aux rotations sont alors 

^= —T,— ^^r — ^ {/x-f-3e[D(('. — gr'sina}^4-Egr'''cos'a]g/jcosasin&)/, 
-^ = tt;;— 0)^ -f- J7J j/x-4-3£[D(v. — ^/sina)»-+-Eg^»/'cas'a]g^/jcosasinw/. 

Je pose 

~^{|ui-h36g/[D(i'.-g^/sinar-f- Eg-/' cos'a]j !=/(/); 

/(/) est done une fonction du troisieme degre par rapport a /. 
Les deux equations a integrer sont alors 

dn i'i — /' 

^= — p^— 6)r-/(/)cosw/, 



Je pose 



dr /'2 __ /2 



^ = M sin ( — -p^ — w / j -\-M' cos ( — ^y^— w / ] 

r = M cos f — ^, Ck) n -- M' sin ( r;;; — W / j • 



? 



MOUVEMEITT d'uN PROJECTILE DANS l'aIR. 4* 

M et M' etant deux nouvellcs variables, on deduit de la 

q sinw/ -f-rcosw/ = M cos f — w/J -^ M' sin iy^ w/U 

^cosot)/ — rsintk>/ = — Msin (jt; w/j -hM' cosf j^; 6)/]. 

Les equations difTercntielles deviennent 

. /r^^l^ \dVi^ (I'^^l^ \dM' ^.^, 

s»n y—jTr- ^^) -jf -^ cos [—fr- «0 "oT =~/(0cos&3/, 

cos ^— 777- ^>' j -57 - sin ^^-777- «' j -jf =/(/)sinai/, 
equations qui peuvent etre remplacees par les suivantes : 



dt 

rfM' 
dt 



= /(Osin(p,a)/), 
= -/(/)cos(p,a)/) 



En integrant par parties on trouve, en posant 

m-{-l^)'r(')=9{n, 

M'= - ^,?(Osin [^,ui) - (j^)'9'(0cos (f.«/) + (^)'?'(o). 
Ces valeurs donnent les suivantes : 

qsiuayt -f- rcosw/ 

= -7;;;?{0+7;;;?(o)cos(p-.«/j + (^)9'(o)sln^p;«u/j, 
gcosw/ — rsino)/ 

Annates tcUntifiqnes de ttcole Normale iupirieure. Tome V. 6 
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En se reportant aux valeursdes cosinus, on obtient 

da' /" * /'' //» \ I I'^V /I* \ 

rfT = - 75;; "P ('^ + T^'?^*') •^•'H^' "V "^ l/^») "^'^"^ ''" l/^ '''V' 

Integrant, on a, pour a! el a\, 

(i^)'<p(o)sin(^^o./)-(i;i)V{o)cos(^.o,/), 

'^ -"= (7T^,)'cos«[?(/) -«p(o) cos(^,M/^ -jif'^"^ sin^^.w/)J. 

Si Ton appelle ^ Tangle que la projection de Taxe sur le plan yOx 
fait avec Ox, on a, pour d^finir le mouvement de I'axe, les deux rela- 
tions 

«•= cos« ^^y [?(/)- <p (o) cos (j^ »/j - ^ 9' (o) sin (j^, «/^]. 
7. La position de I'axe moyen est definie par les deux expressions 



^ = -7i::?^[X^(Orf/-(09'(o)} 



/^WCOSi 



""'^(t^)*^^^'''^^'^' 



La variation de ^ determine le mouvement de precession. On voit 
que ce mouvement change de sens en meme temps que la rotation du 
solide autour de son axe, et si la vitesse de rotation co est tres-grande, 
il est tres-petit. 

La valeur a] montre que Taxe s'eloigne ou se rapproclie de la ver- 
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ticale, ct le sens de ce mouvement ne depend pas du signe de Gt>; de 
plus, si la Vitesse de rotation &> est tres-grande, ce mouvement est 
beaucoup plus lent que le precedent. 

Le mouvement du pole vrai autour du pole moyen est defini comme 
dans la premiere partie par les deux valeurs suivantes : 

D'oii Ton deduit 

Done le pole vrai d^crit une cipconference autour du pdle moyen avec 
une Vitesse constante. Get te vitesse est 






La duree de la revolution est 

Le sens de ce mouvement est le mSme que celui de la rotation du 
solide autour de son axe. 

On voit par Ik que la nutation de Taxe est la meme que pour le 
premier probleme ; il n'y a que le rayon du cercle qui soit change. 

Supposons ci) trfes-grand, les formules qui d^finissent le mouvement 
de Taxe moyen pourront s'ecrire 

A, = ^2 — f f(t)dt, a'zrz (iiy cos «/(/), 

6. 
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on, en rempIaQant/(/) par sa valeur, 

* w Jo I ) , 

La valeur de | devient, en integrant, 

Dans les premiers instants, le sens du mouvement de precession 
sera determine par le signe [i; le temps augmentant, il dependra des 
signes et des grandeurs des coefKicients D et E. 



Mouvement du centre de gravite. 



8. Au premier ordre pres, on a, comme dans le premier probleme, 

(dxt , dz,\ - 
cosa-^ -hsina-TT I — a,gr/, 

, . / . dxt dzt\ , 

u'= — g/cosasm&j/ — I sina-T- cosa -7- j sinw/ 

-f- -^cosw/ -4-ftii'.cosa-h b''^{vtS\na — gt), 

(dXi dz,\ 

sina-^- cosa-T- j cosw/ 

— -^sinck)/ -h CiVtCosa -h c'^ (i^^sina — gi). 

On obtient ensuite, au meme degr6 d*approximation, 

l\'\ds=z\^ {v. — gt sin ay -hBivt — gi s\n a) g'r cos' a 

(dx dz \ 

COSa-— 4- sina-^ j 
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-+- aB^i'i — gtsinor)gtcosa I sin a -^- cosa -i-- J 

— [(A— 2B)((^. — gr'sina)«-f-Bg*/'cos*a]g/«^ 



I 



-2D(f.-g<sina)jor/-^;. 



2V*Y«i»=3| — [Btf,— g/sin«)»+ Cg»/'cos'a]g-<cos« sinw/ 

(d^ dz \ 

sina ■^— cos«-y-^jsinw/ 

(dx dz \ 

cosa '-Tj' -f- sin a-^ j sinw/ 

-h [B(c. — g^/sina)'-4-C^'/*cos'a]^cosw/ 

H- i(B— C)(c. — gf/sina)g*/*cosaa*; sinw/ 

-»-2Eg*/*cosa-^sin&)/ 

-4- [BCi'. — g/sina)'-hCgWcos*a][6,c.cosa-f fr*(i'«sina~gf/)] 

-+- [D ( i'. — /5^/ sina)' -4- Egr»/» cos'a] r f 

2V*Zrfi = 3 — [BCi'.— g/sina)»-f-Cg»/'cosV]g/cosacos&3/ 

/ dx dz \ 

— [B(c. — g/ sin a)* -4- 3Cg*/* cos'a] ( sina "37 ~" ^^^^^ "^ ) ^^^w I 

«. , . » / dx% , dz\ 

— 2B(('« — g/sina)g/cosa (cosa-rr -f- sina-T-j cosw/ 

rfr 

— [BCi't — g/sina)*-f-Cg'/*cos*al ^jsinw/ 

— 2(C — B )(('. — g/ sina) gr'/* cosa a*, cosw/ 

4- 2 E g* /' cosa -^ cos 0) / 

-f-[B(i'a— g/sina)'-f-Cg*/'cos'a][c,(/.cosa-f-c'',(caSina — gO] 

— [ D *'• — g'' sina)» -4- Eg^r cos'a] 9 |' 

Les equations du mouvement deviennent 

-T^* = — 36 f -jfc, — g/sina)^4-B(c.— g/sina)g»/'cos'a cosa 

-f- [B(c. — g/ sina)' -h CgW' cos'aj g/ sina cosa 



46 MOUVEMEHrX DDN PBOJEGTILE DANS L*AIR. 

-f- 1 [A(ca — gtsinay 4- Bg-'/* cos' a] cos a 

4- B(c.— gts\na)igts\n(xcosoc j (cosa^ -h sina-^ ) 
-f- j 2B (i'. — gts\na)gt cos*a 

4- [B{v.— gt sina)»-4- ^CgW cos'a] sinaj ^sina-^ — cosa-^] 
4- J3(C — B)(c. — g^/siiia)g«/'sin«cos«4-(C— B)gU^cos*a 

— f-j— bW. — g^/sin«)»tanga — (A — 3B)(c,— ^/sina)»g/cosaja"; 

— |D(i'. — g^/slna)*langa4- 2D(i'. — g/sina)gf/cosa 

J If V 

4-3Eg»/'siriacosa|^j, 

-rjjr = ~ ^^1 T(*'«""ff's*"^)' -+-B(c.— g^/sina)^/'cos'a sina 

— [B( Ct — g/ sin a)' 4- CgU^cos^a] gt cos'a 
4- [[At^o — g"^sinpc)*4- Bg-'/'cos'aJsina 

— B(c. — /5^/sina)2g/cos'aj (cosa-^ 4- sin a -^) 
2 B( Co — g^/ sin a ) g-/ sin a cosa 
— [B(i'»~g^/sina)*4-3Cg«/'cos'a]cosa|( sina-i-i~cosa-^ ) 

4-| — 3(C-B)(c. — g/sin«)g'/»cos^«4-(C— B)g»/»cos'asina 

4- ( J — BV(;.-g/sina)^-(A-3B)(i/.-g/sina)'g/sinaja'; 

4- |D(c. — g/sina)' — 2D(co — g/sina)g/sina 

-hSEg^/'cos'aj^], 

^'=:- 3ejr(-j-B\ (i'.-g/sin«)^-(C-B)(i/.~g/sina)g'/»cos«ala' 

-t-[D(i'«— g/sina)*-hEg'/'cos*a]-^|. 

Des valeursde-^el-^'j on conclut, au premier ordre prfes, que 

cosa— 7- 






4- sina-— ^ = — Se ^(('a — g/sina)^4- B(4'. — sina)g'/'cos'a I 



sina-1^ — cosoL—T^ = — 3e[B(co-- g/sina)'4- CgW'cos*a]g^/cosa. 
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prescnte seulement une ouverture semblable au goulot d'une bouteille 
par laquelle on introduit de la poudre dans l*inter]eur du boulet. II 
rcsulte de cette disposition que le centre de gravite est plus pres de la 
partie anterieure que si le projectile etait plein. Le centre de poussee 
se trouvant alors en arriere du centre de gravite, |x est negatif. 

D'autre part, les normales aux differents points de Togive font toutes 
des angles tres-grands avec Taxe; done X, qui represente le cosinus 
d*un quelconque de ces angles, est tres-petit sur toute la surface ogi- 
vale. Examinons maintenant les coefficients. 

A = ZX^ fib se compose des surfaces des deux bases et d'une partie 
correspondant a la surface ogivale ; cette partie est tres-petite, parce 
que tous les elements qui la ferment sont multiplies par X\ 

B = IX^Y^ds correspond seulement a la partie ogivale; c'est un 
terme tres-petit, parce que les elements contiennent X* en facteur. 

C = lY^Z^ ds correspond k la surface cylindrique et a la surface 
ogivale. La valeur de C est du meme ordre de grandeur que celle de A; 
c'est une fraction finie de la surface convexe du projectile. 

D = 2X*Y (Ya?' — Xy') fl& correspond a la surface ogivale seule- 
ment. La valeur de ce coefficient depend k la fois de la position du 
centre de gravite et de la surface de la partie ogivale. Cette valeur pent 
etre positive ou negative, mais elle est toujours tr^s-petite, les ele- 
ments qui la forment contenant tous X^ ou X' en facteur. 

E = 2YZ^ (Yjc'— Xy')rf5 se compose d'une partie negative qui 
n'a de valeur que pour la partie ogivale, et d'une autre lY^Z^a^'ds, 
dont la valeur et le signe dependent a la fois de la position du centre 
de gravite et de la surface convexe du projectile. Si le centre de gra- 
vite co'incidait avec le centre de gravite de la surface convexe, on 
aurait lx'ds=:o. Je dis que, dans cette hypolhese, lY^Z^x'ds est 
negatif. En effet, si Ton appelle a la differentielle de Tare de meridien 
mene par un point donne, p le rayon du parallele qui passe par ce 
point, 9 Tangle que la normale fait avec Taxe, et Tangle du meridien 
avec le plan j'Oo?', on a 

lY' Z^ x' ds = 1 s\n*(f cos'O sWe .px' de .d 
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OU 

Or QTT / p(7x' represenle le momeDt de ia surface convexe par rapport 
a Torigine; si Torigine est le centre de gravite de cette surface, on a 

I pd jt' = o. 

Or sin 9 =i pour la surface convexe du cylindre; les elements dimi- 
nues sont done ceux qui correspondent a la surface ogivale : ces ele- 
ments sont positifs; il en resulte que / sin*f.px'(7 est negatif, et par 

suite aussi lY^Z^x'ck. J'ai raisonne dans Thypothese que le centre 
de gravite de la surface convexe coincide avec le centre de gravite du 
solide; en realite, le centre de gravite du solide se trouve en avant 
du centre de gravite de la surface convexe. Soit a la distance de ces 
deux points. Pour passer de la valeur lY^Z^a/ds^ correspondant an 
centre de gravite de la surface, a celle qui convient au centre de gra- 
vite du solide, il faut remplacer a?' par x' — a; cela revient a ajouter 
a Texpression qui precede le terme negatif — alY^Z^ds. 

Done, en definitive, E est negatif. 

Nous sommes en mesure maintenant de determiner les sens des dif- 
fi6rents mouvements du projectile. Pour cela, nous supposerons que B 
et D sont nuls, et que E est negatif. A et C sont d'ailleurs essentiel- 
lement positifs. 

La rayure des canons tournant de gauche a droite dans la partie 
superieure pour un observateur place a la culasse, il en resulte que ci) 
est negatif. De plus, c'est un tres-grand nombre; je prendrai done les 
formules qui convienn^nt a ce cas. 

Le mouvement de nutation est determine par la formule 



* "= ~ /i (^' "^ I £E cos^a.g^/^) ; 



/JL et E etant negatifs, il en resulte que | a le signe de «, c'est-a-dire 

Annales scientifiques de I'icole Normale superieure. Tome V. 7 
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qu'il est negalif. Done Taxe du projectile est devie a gauche du plan 
initial du tir. 

Le changement d'obliquite de I'axe par rapport a la verticale est 
determine par la formule 

, /"cos^a , o 1? ,.4 , X 
< = —f-r- (F -+■ 3eEg^»r cos'a); 

il en resulte que a\ est negatif. Le cosinus de Tangle que Taxe fait avee 
la verticale diminuanl, il en r6sulte que la partie anterieure du pro- 
jectile s*abaisse constamment. 

Enfm, la derivation est defmie par la formule 



= — SeI -5-(c, — g"/sina)*— C(vt — gi sin 0L)g^Pcos^ a I a' 



« . . , do! 

-i-Egr*^*cos'a-i-- 

Le multiplicateur de a' reste positif pendant toute la duree du mou- 
vement, si, comme il faut le supposer, Vq est grand ; parce qu'alors 

t(^o — g'/ sin a)* depasse C^/'^ cos* a; le second terme est positif, mais 

il est beaucoup plus petit que le premier, parce que le multiplicateur de 

--j-ne contient pas Vq. 

La derivation a done le signe du premier terme, c'est-a-dire le signe 
positif. II resulte de la que le projectile se deplace vers la droite du 
plan du tir. 

Tons ces resultats sont d'accord avec I'experience. 

Remarque, — II arrive souvent que la derivation se produit d'abord 
a gauche, puis, quelque temps apres, elle se fait vers la droite. La for- 
mule de la derivation rend tres-bien compte de cette circonstance. J'ai 
suppose que D etait nul. Cela n'a pas lieu en general. Si Ton suppose 
D positif, mais toujours tres-petit, comme dans la valeur de a', il est 
multiplie par v^; a' sera d'abord positif, puis, t augmentant, il de- 
viendra negatif. Done le projectile se tourne d'abord vers la droite, puis 
vers la gauche. II s'ensuit que la derivation se fait d'abord vers la 
gauche, puis vers la droite. 
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11. II coQviendraU maiDtenant de chercher la valeur numerique de 
la derivation en prenant pour projectile un des boulets en usage dans 
Tartillerie, et pour lesquels il existe des tables de derivation. II m'a 
manqu^ pour cela de connaitre la position du centre de gravite et les 
rayons de giration. Le profil interieur du boulet est trop complique 
pour qu'il y ait lieu de chercher ces quantites par la geometric, d'au- 
tant plus que la poudre qui remplit le boulet et les ailettes qui en gar- 
nissent la surface d^placent un peu le centre de gravite et changent les 
rayons de giration. 

12. Je prends pour projectile un cylindre creux en fonte, de poids 
specifique egal a 7 et ayant le meme poids et a peu pres les inemes di- 
mensions que le boulet de 112. Yoici les dimensions : 



m 



Kayon de base ext^rieure R = 0,069 

Rayon de base interieure r = 0,04076 

Hauteur du cylindre H = 0,2 

Epaisseur de la parol anierieure e = o,o58i8 

£paisseur de la parol posterieure . . e*= 0,019 

On Irouve pour le poids P = io''",825 

Le centre de gravity est a o"', 1081 1 de la base posterieure, ou bien a 
o™,oo8i I en avant du point milieu de Taxe. Les coefficients a calculer 
sont 

/% /'% A = 27rR% CiiiriTrRH, E=77rRHrf, M = ^. e el w. 

4 4 '^ F 

Le coefficient £ se deduit des experiences de balistique faites sur des 
boulets sph^riques. On a trouve que la resistance de I'air sur un bou- 
let spherique de rayon R et anime de la vitesse v etait 

7100 

Je vais chercher une autre expression de cette force. Je prends pour 
axe des x la tangente a la trajectoire decrite par le centre de gravite; 
la vitesse normale d'un element de surface ds etant i^X, la resistance 
elementaire est alors en valeur absolue 

7- 
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et la coinposante de cette force parallele a I'axe d^ s x est 

en graodeur et en signe. La resistance totale est alors 

le signe 2 s'etendant a toute la surface de la sphere. 

Soient co Tangle que la normale fait avec Taxe de x^ et 6 Tangle que 
fait avecjoo? le plan meridien mene par le point considere; on trouve 
aisement que 

Done la resistance a pour valeur 

— eM v*R'2cos'wsin&)rfwc/6, 

Tintegration par rapport a 6 devant etre faite entre les limites o et in, 
et Tintegration par rapport a « entre les limites o et n. 
On obtient ainsi 



On a done Tegalite 



ou 



-|7rR'€Mc». 
5 



5 7100 



I g: 

^ ■" 568^ "" 56S^P 



Le coei&cient ci) depend de la vitesse initiale et de Thelice du canon 
raye. Dans le canon raye de 12, le pas de Thelice suivie par les ailettes 
est de 3 metres. Ainsi, quand le boulet avance de 3 metres, il fait un 



IT, 



tour sur lui-meme, il en resulte la vitesse de rotation w = — t^^- 

La vitesse initiale v^ est le plus souvent 307 metres : c'est celle qu'on 
obtient avec une charge de i kilogramme de poudre. 
Voici le tableau des valeurs numeriques des coefficients : 

</ = — 0,00 81 1, log/^ = 3,32 583, log/" ~ 3,7a 039, 

iogA = 2,33988, log 0=3,96697, log(— E):r=:5,87 599, 

log(— /ui)=: 5,3i 768, log e = 4 > 20 283, log(— «)— - 2,80820, 

V^ :l= 307, &) = — 643. 
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On en deduit 

COS a 

Done 

/'* rosa 
9 = - , (fii + 3eEg^/»cos'a). 

On doit negliger le terme ^ fx, qui n'est autre que le rayon du 

cercle de nutation; il vient alors, en evaluant 6 en secondes, 

0=— TT^ -. 7} /* OU 0=:/>N 12,24604. 

/•to^" sini" ' ^ ^ 

Si Ton fait / = 1 5», on trouve 6 = 54", 88. 

On voit que la variation d'obliquite de Taxe reste toujours tres-petite; 
il en resulte qu'on pourra la negliger dans le ealcul de x^ et z^. 

4^ Derivation. 

La formule de la derivation devient pour le projectile considere, en y 

rempla^ant « et -^ par leurs valeurs dans lesquelles on a supprime les 
ternies periodiques, 



d'y i FA n 

^ = 36 j j(Co— gr'sina)'— CCv. — gf sina)gr'/'cos'a 

cosa / ^ 3 -, , ,^ \ 

OU bien, en developpant, 

/A 
— ( —sin'a — Ccos^a)gW sina -\- ^EgU^cos^oc 

3eLicosarA ., *,.,.- ,* . . .. . . 

-f — j^ 3 ^o^~ Ai'ogr' sina-f-(Asin'a — Lcos'ajv.g'/' 

— f-^sin^a — Ccos^ajg3/4sina-+-Eg'/^ros'al. 
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En integrant on obtient successivement 

at ^ /*w.Li5 6"° 7 " 

— jj ( -^ sin*« — C cos* a I ^*/» sina -♦- xEg*/' ros'a j 

— i ( -r-sin'a — Ccos'a)g-»/*sina-H^Eg^'r*cos^a |i 
^. 9 g'Eg»cos^a r_i_ ^^3 ^. _ i_ Ai'; fi^rsina -^ ~ ( Asin»« - Ccos'a)i^a g't' 

(t sin'a— Ccos^a \ g-Tsina-*- — Eg*/ cOs'a [ 

-^ ^^ "«*'•' Ac J g/' sin a H (Asin'a— Ccos'ajc.g''/' 

En rempla^ant les coefficients par leurs vaieurs numeriques, on 
obtient 

7=/«NI5,2702i—rNl7,546oi — /«Nl9,98427 -4- /«Nl77,8846o--rNlT3, 9.6923 
-f-/'N 13,39247 -/^N16,5i 337 
-/*N18,85472H-/«NlT^,688io~/«N 17^,39247. 

Si Ton donne k / les vaieurs 

5% 10% 11% I 4% 

on Irouve pour y les vaieurs 

o'",57, iG^jS, 27'", 5, 98'" ,3. 

I 

Projection de la trajectoire sur le plan zox. 

14. La projection de la trajectoire du centre de gravite sur le 
plan zox est determiuee par les vaieurs de x et z. Dans les formules 
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en -^ et -^ du n^ 8 (p. 45-46), je fais 

B = o el D = o; 
j'obliens alors 



-nfTT" = — 3e j -^(('o — gtsvaoLf cos« -+- Cg^*/'sinacos*a 

. A / * • X, / ^^« , dz\ 

-h A (('o — gf/sina)'cosa ( oosa -^ 4-sina -t- 1 

— 3Cg'/*sinacos'aj (cosa -^- — sina -7-^ j 

-\- 3C(ro — g^/ sina) g^'/' sina cosa -h Cg^*/*cos'a 

— -5-(('o — g^/sina) langa — A(i'o— g^/sina)*g:/cosa a, 

— BE/f^/'sinacosa-—)" 
-7~ -:. — Se • -5-(i'o— gr/sina)^sina — Cg^'/*cos*a 

+ A(i'o — gf/sina)'sina I cosa-^ -f- sin a -7-1 

-f- 3C/5^'rcos»a ( cosa -^ ~ sina -t- ) 

4- — 3C(('o — gr/sina)g^/»cos*a-f- Cg^/*cos*asina 

-I- -^ (t'o — g/sina)' — A(co — gr/ sina)' g^/ sina a", 

-f-3Eg»/'cos>a-^|- 



On en deduit 

d'^x, . rf'z, 

cosa —7—- -h sina -77- 

do do 



— — 36 -X- ( ('0 — g^/ sin a )' -+- A (co— g^/sina)* (cosa -^- -4- sina -^) 



d^z, . rf'x, 



[Cg^^/'cos'a— A((% — g^/sina)*g|"/]fi'' |» 



cosa -y- sina ,^ 

do dt 



2 



= ~ 3e| -Cg:'/'cos^a4-^Cg^'rcos*a ^ cosa -^ — sina ^^ 

H- — 3C (('0 — g'/sina)g^'/'cosa-|--^(<'o — gtsinctf \a\ 

-h3E/j'rcosa^|. 
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En ne prenant que les termes du premier ordre, on obtient 

cosa --7—- -4- sina -t— = — eA(co — g^/sina)% 

(i^ z d^x 

cosa-^ — sina-^-^= -f- 3eCgr*rcos^a; 

d'oii, eu integrant, 

£/r, . dzx 

cosa -77 -h sin a -7- 

a/ dt 

= — eA cj / cjg^rsina + Cog^'/'sin'a — 7g^'/*sin*a h 

dzi . c/a:, 3 ^ , , 

dt dt 4 

Ce sont ces valours qu'il faut porter dans les equations qui precedent, 
car par Ik on ne neglige que des termes du troisieme ordre. 

Je remarque en outre que a\ ^t--i~» qui entrent comme facteurs dans 

plusieurs termes, restent'extremement petits pendant toute la duree du 
trajet, puisque, d*apres le calcul fait plus haut, raccroissement de 
Tangle que Taxe de figure du projectile fait avec la verticale n'atteint 
pas une minute. On pent done, sans erreur sensible, supprimer les 

termes qui contiennent a\ et-^ en facteurs; il vient alors apres reduc- 
tion 

cosa -^-t: h sma -J— 

dt' dt* 

= — eA [f J — 3c] gt sina -+■ 3i'«^*/'sin'a — g^t^ sin'a] 
-+- 3g»A' cj / — ^ fj gt'sina n- 5vl g»/^sin»a 

cJg^/'sin*aH- - v^gU^sin^a — j g^i^sin^a U 

cosa -TT^ — sina —7^ = 3eCfi^^/'cos*a f e^OgU'cos*a. 

di^ dl^ ° 4 

On a d'ailleurs, p. 17, 

X = fo'cosa -{- Xt, el z = i'o^sina g^^ -^ z,\ 

Annates scientifiques de FEcole Normale sup^rieure. Tome V. 8 
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(') 



xcosoc -f- zsina = Vot fi^Z^sIn a -f- j;, cosa -+- z, sina, 

>3 cosa -f- j;sina= fir/»cosa-4- z, cosa— j;,sina. 

On obtient alors, en integrant les equations qui precedent. 

jccosa -f- zsina = vj gl^ siDa 

— eA ( -i'J/' - -i^Jg-Z^sina -h ^f«gf /*sin'a g'/*sinVj 

-h 3e*A» (g *'•''— ^^Igr''sina-4-jf;g'/*sin»a 

— 7 i'Jgr'/'sin'a-f- -tt CogW' sin'a j g^'/'sin*a J 



I 3 ^'1 
(2) z cosa— :irsina= g/'cosaH eCg^*/'€OS'a ~ e»C*^*/»cos*a. 

Dans Fexemple numerique que j'ai choisi, si Ton donne a / une va- 
leur de plus d'une seconde, on reconnait que les termes du deuxieme 
niembre de I'equation (i) vont en croissant. Ce deuxieme membre ne 
donne done pas une valeur approch6e de oleosa -4- 2 sin a, puisque les 
termes negliges sont plus grands que les termes conserves. II est douc 
necessaire de trouver par un autre procede une valeur approchee de 
a? cosa H- zsina. 

15. Les deuxiemesmembresdes equations(i) et( 2 ) ne dependent pas 
de la rotation du solide autour de son centre de gravite. II en resulte 
que, si Ton chercbait le mouvement du solide dans Tbypotbese oil il se 
deplacerait parallelement a lui-meme, on devrait obtenir les valeurs pre- 
cedentes (r) et (2). Je cherchc les equations du mouvement qui con- 
viennent a ce cas. 

Je fais done 



a cos a , 


a 0, 


a" - sin a, 


b 0, 


6' -I, 


b"r=o, 


c = — sina, 


c' - , 


' c" cosa, 


w — 0, 


P — 0, 


q —0, 



v-o 
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Les valeurs de w, w', v!' du n® 1 (p. 34) deviennent 

dx . dz 
u = cosa -77 -4- sin a -7-1 
a/ a/ 



£i'=:0 



. ^ dx . rfz 

M = — sma ^ -4- cosaTj? 

puis 

2V»Zrf5 = 3Ca^»-4-3Ba'a". 

Si Ton porle ces valeurs dans les equations en -^ et -1— du n° 1 
(p. 34), on obtient 

^ z= - e [cosa( Aa> H- 3Biia"M ~- sinaCBCw"" H- 3Ba»M'')] 
^ = — g^-e[sina(Aii'-4-3BM''»i/)4-cos«(3Ctt"^ -f-BBw^M")], 

d*ou Ton deduit 

d^x d*z 

cosa-T— -f- sina -^ ^ — g^sina— e{Ai/* -f BBtt'^w), 

cosa -77- — sina -777 = — fi'cosa — BefCw"* -h Bw'a"), 

ou plus simplement 

^J = - ^sina - €( Aa> -f- BBw'^'a), 
^'= -gcosa -3e(CM''^ -+- Bh'm"). 

Telles sont les deux equations qui definissent le mouvement du 
centre de gravite dans Thypothese que j'ai faite. 

Le projectile etant cylindrique, B = o, etl'on obtient 

du . . . 

— = — gsma — eAaS 

du" 5 ^ „. 

— - = — gcosa— 3eCa \ 

8. 




6o MOIIVEMENT d'uN PROJECTILE DAWS l'aIR. 

16. Je suppose qu'on ail integre ces equations rigoureusement, el 

qu on en ail deduit 

:ccos« -f- 2sina = F(^ e), 

zcosa — ^sina = F,(/, ej. 

II devra arriver qu'en developpanl F(^ e), F| (^ s) en series ordon- 
nees suivant les puissances croissantes de £, les premiers termes de 
ces developpem^nts forment les deuxiemes membres des equations (i) 
et (2), de sorte que ces deuxiemes membres ne represenlenl que des 
valeurs approcbees de F(/, e), ¥^{t^ t). Cela suppose que les develop- 
pements de ces fonctions en series sont convergenls; si done il arrive 
que pour certaines valeurs des coefficients el du temps, un des 
deuxiemes membres des equations ( 1) et (2) devienl divergent, il ne 
pourra plus remplacer la fonction F(/, s) ou F, (/, e), et par suite il ne 
pourra plus servir au calcul des inconnues. 

Or, dans Fexemple numerique que j'ai choisi, les lermes du 
deuxieme membre de Tequalion (1) vonl en croissant quand le temps 
depasse une seconde, tandis qu'au contraire les termes du deuxieme 
membre de I'equalion (a) diminuent Ires-rapidement pour toutes les 
valeurs du temps inferieures a i5 secondes qui representent une limite 
superieure de la duree du trajel. Done on pourra conserver I'equa- 
tion (2) pour le calcul des inconnues^ mais il faudra remplacer Tequa- 

lion (i) par Tinlegrale de I'equalion -^ = — ^sina — zAu^, 

17. J'ai done a integrer I'equalion 

du . 

-— = — /?sina — eAir. 

at ^ 

Cetle Equation donne 

du 



dtz=^ 



g-sina -h ku^' 

en rcmplaganl sA par *, equation qui peut s'ecrire 

du 



gsina dt — 



k 

I H : U 3 

g- Sin a 
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3 / If 

Je pose u 1/ — ; — = w, et I'equalion devient 

V b I -4- a'* 

D'ailleurs 

dxcosa -hdzs\na = udt= l/'^-i — ^^dt- 

Si, de cette relation, je tire la valeur de dt et que je la porte dans 
Tequation qui precede, j'obtiendrai 

3/7-1 ; / J _f . \ ii'dii' 

y/k*gsina{dxcos<x -4- dzsinoc) = — 



I -+- iv- 



Ainsi Tequation difTerentielle k int^gffr peut elre remplac^e par les 
deux equations suivantcs : 



dw 



Jk s^ sin^a e// = -i 

V ft 1 -h tv^ 



wdw 



i//r*fi^ sina(rfj?cosa -h e/2sina) = 

ou hien 

— 3 J k fr^sin* a dt ^ ^— ; h v^ ^ ~-» 






o 3,-7 . ,. ... diV l(2(V— f)rftV /-= i/3 

3 i'/r^fir sin « (ax cosa-f-a3 sin «)=—; ; v^ 



d'oii Ton deduit, en integrant, 

3 / ^A-g'sin'a = C — v'S arc lang 



2 Ci' — I 


I . I -4- «' 
fog .^, 


n 


arc tanfi 


: = KT^Ioer 



3 v*'^sin«{j;cos«-4-zsina) = C'— ^3 arc lang :.= h ^ log -1==^ ■ 

\/3 ^^ v^(v' — ti'-4- I 

Dans ces equations :j^ represenle I'inverse du module, c*est-a-dire 
le nonibre 2,3osi59, et C et C deux constantes arbitraires. La valeur 
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iniliale de u est v^\ par suite celle de w est w^ = I'o 1/ — : — Avec 
les donnees numeriquesque j'ai choisies, on obtient 

W^ =r 3,3424. 

Les constantes C et C se determinent par la condition que pour / = o 
on ait 

«'r= 3,34^4 6t ^cosa H- z sina=: o; 

on obtient ainsi 

C = 2,5878, C' = 1,8290. 

Si de la premiere des deux equations on pouvait tirer la valeur de \v, 
en la portant dans la deuxieme equation, onauraitpourxcosa + zsina 
Texpression que j'ai appelee F(^ e) et qui, developpee suivant les puis- 
sances croissantes de £> donnerait pour premiers termes le deuxieme 
membre de Tequation (i). Cette elimination de w ne pent pas se faire. 
On est alors oblige de conserver les deux equations a la fois en y re- 
gardant w comme une variable auxiliaire. 
On pourrait integrer de meme T^quation 

-—- = — ff cosa — 3 e Cm ^ 
dt " 

Mais comme le developpement de jzcosa — ^sina en serie est conver- 
gent, il est plus commode de le conserver. L'^quation permet d'ailleurs 
d'avoir autant de termes que Ton veut. 

Integrant done par approximations successives, en tenant compte de 
ce que pour ^ = o on a m" = o, on obtient, en posant 3£C = A*', 

u" = — gt cosa -4- I k" g'l' cos*a g*'"*fi'*^' cos^a 

H ^/r"» £•'/'• cos' a ^-A"*fi^'/'»cos»a-4- . . . ; 

1 1 20 ° 29120 ^ 

d'oii, en integrant, 

z cosa — :csina=r sl^ cosa. -\ /r"ff*/*cos'a 7A "='/?*/• cos* a 

2 ° 20 ° 224 ^ 

H ^ k"'gH'' cos'a — 7-~n5- k"'sW cos^a -4- . . . 

I2320 ° 4o7^>8o " 
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On reconnait que les trois premiers termes de ce developpenienl for- 
inent bien le deuxieme membre de requation (3). 

18. Le mouvement du centre de gravite en projection sur le plan 
zox est done defini par les trois equations simultanees 

(i) / NU,94599r= 2,5878 -VSarclang — -= =j|log-===, 

(2)(j;cosa-4-5sina)N14f9829i = i,o2go— ySarclang — ■= h??iog-r - , 

y3 ^ ytv'— (r-hi 

(3) zcosa — j;sina= e^cosa H k" s^ t^ cos,^ ol 

3 57 
7 k"^ sH^ co^^ OL H ^k^'s't' cos' a — . . . 9 

224 ° I2320 " 



4 

equations dans lesquelles 



Nl 2,94599= 3 v^/rg^'sin'a 
ft 



N 14998291 =^ 3 y/ k* gslna. 

Si Ton donne une certaine valeur a 1^, Tequation (1) donnera la valeur 
correspondante de t. L'equation (2) donnera la valeur de x cos a -^z sin a. 
Portantensuite la valeur trouvee de ^dans I'equation (3), on obtiendra 
zcosa — a;sina. Ayant xcosa-h z sina et z cos« — ^sina, on calcu- 
lera x et z. Si Ton faitiv= f,i on obtient 

/ =:::9%6ll, ^ COSa -t- Z Sin « rrr I 528"*, 3 

et 

z COS a — :r sin a = — 4^ ' > 49» 

If \ 
ou 

^ = 1585"*, I el -3 --- i6'", 17. 
Si Ton fait iv = i,o5, on obtient 

/= io%369, 
puis 

jr=i674 el z=: — 21,76. 
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Si Ton fail iv = i , on obtient 

1= n«,i86, 

puis 

^=1769 el z=r-- 76,59. 

On voit par Ik que la duree du trajet est comprise entre 9*»6i 1 et 
i()%369, et que la portee eslde meme comprise entre i585™, i et 167/i. 

19. [/equation (1) jointe k Tequation en u'\ 

h" =^ — gt cosa -h J h'^gU^cos^a — • . . , 

permet d'avoir les valeurs simultan^es de u et u\ puis celles de 

dx ^ y dz 

Pour (V = I , I on obtient 

M=:ioi',o3 el /=i9*,6n 

puis I'equation en u" donne 

a" = -83,7 1 3. 

On en deduit 

dx dz ^ ^ 

^=120,197 el ^ = — 52,622, 

d'oii 

^J= -lang23»38'6. 

I/angle de chute est done a peu pres aS*^ 38' 6* 
La vitesse finale est 

dx 

dt _ „ 
cos23°38'6'"'^' '^'• 

20. En comparant ces resullals a ceux que donne I'experience pour 
le boulet de 12, on reconnait que la resistance de Tair sur le projectile 
que j*ai considere est beaucoup plus energique que sur le bo\ilet de 12 
veritable. Pour le boulet de 12 vrai, la duree du trajet dans les condi- 
tions oil je me suis place est de i4 secondes, et la portee de pres de 
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3ooo metres. La vitesse restante est de 170 metres et Tangle de chute 
de 24^*20'. La derivation finale est de 71 metres. A la distance de 
1600 metres, qui represente la portee du projectile que j'ai considere, 
la derivation du boulet de 12 vrai est de i5 mfelres. Celle que j'ai 
calculee pour cette distance est de 16 metres. 

Les differences entre les resultats que j'ai obtenus et ceux de Texpe- 
rience peuvent tenir a ce que la loi de resistance que j'ai adoptee n'est 
pas exacte, ou bien a ce que le coefficient £ que j'ai calcule d'apres une 
formule de balistique est trop considerable. Mais elle provient certai- 
nement en grande partie de la forme du projectile que j'ai considere. 
La partie ogivale qui termine le boulet de 12 doit diminuer la resis- 
tance de I'air qui s'exerce suivant la tangente a la trajectoire, et par 
consequent le boulet doit aller beaucoup plus loin que si cette partie 
conique n'existait pas. 
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DIX-NEUF PREMIERS ARCS-EN-CIEL DE L'EAU, 



Par M. billet, 

PROFESSBUR A LA FACULT^ DBS SCIENCES DB DIJON. 



§ I. — But de ce travail. — Methode suwie. 

11 s'agit dans ce travail d'une etude sur les arcs-en-ciel de I'eau. On 
y trouvera la mesure des deviations subies dans ces arcs par diverses 
couleurs et la comparaison des positions obtenues pour ces couleurs 
avec celles que leur assigne la theorie. On y trouvera encore Fetude des 
variations angulaires, croissantes avec le numero de Tare, qu'am^nent, 
pour une meme couleur, les cbangements de temperature du liquide, 
et le moyen de d^duire de ces variations angulaires les variations cor- 
respondantes d'indice. 

Comme MM. Babinet et Miller qui» avant nous, se sont occupes de ce 
sujet, c'est avec un filet d'eau vertical, fourni par un tube cylindrique, 
que nous realisions nos arcs. La grosseur du filet influant sur la visibi- 
lity des arcs, nous avions eu soin de preparer plusieurs de ces tubes 
metalliques rodes, nous proposant d'appliquer les plus larges a la pro- 
duction des arcs, plus faibles, d'ordre eleve. Mais la pratique nous a 
montre* d'une part, qu'outre rinconv^nient d'une plus grande depense 
de liquide, les tubes larges avaient celui de donner des veines moins 
(ranquilles et plus ais^ment accessibles k des renflements qui brisent 
Tare en tronijons discontinus; et, d'autre part, qu'en prenant certains 
soins, on pouvait tirer de nos deux tubes les plus fins, des arcs dont la 

9- 
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visibilite se soutenait jusqu'au dix-neuvieme inclusivementy dans une 
chambre oil cependant on laissait penetrer assez de jour pour assurer 
les lectures. Leurs diam^tres mesur^s, dans deux sens rectangulaires 
choisis, avec un microscope qui donnait le milli^me de millimetre, se 
sontlrouvesvaloir: pour Tun, i™",3i8et i"°*,32i(moycnne, i°"",3i95), 
et pour Tautre, i"",99i el i"*",97o (moyenne, i™™,98i), C'esl done 
avec I'un ou I'autre de ces tubes et apres nous etre assure qu'ils don- 
naient bien les memes resultats» que nos lectures detinitives ont ete 
faites. 

Quoiqu'une lumiere artiBcielle sufBse a la production des premiers 
arcs, nous avons eu recours exclusivement au soleil qui, outre la viva- 
cite de la lumiere, a pour lui Tetroitesse du diametre apparent. Nous 
n'avons pas trouve d*avantage bien marque a reduire encore ce diamfetre 
par Temploi d'une lentille cylindrique de court foyer, et nous avons 
toujours opere avec le trait solaire direct, rendu toutefois horizontal 
par un heliostat. 

Les arcs-en-ciel sont reduits, avec cette maniere de les produire, a 
leurs pieds verticaux qui s'obtiennent, non plus comme dans la nature, 
avec deux gouttes d'eau distinctes et une position unique de Tobser- 
vateur, mais avec une seule goutte et deux positions distinctes de I'oeil. 
Symetriques Tune de I'autre par rapport au trait solaire, ces deux po- 
sitions comprennent un arc double de celui qui separe Tune d'elles de 
la direction du trait solaire. En les relevant sur un limbe k Taide d'une 
alidade, on en d^duira ce dernier arc, sans avoir a se preoccuper du 
zero. Ce relevement des deux trongons d'arc-en-ciel se (aisait a dis- 
tance, avec une des lunettes d'un goniomfetre de Babinet (grossisse- 
ment, 4f3) installee au bout de Talidade. Cette distance, egale au rayon 
commun de Talidade et du limbe, ^tait de 2*", 239. Notre limbe ineom- 
plet etait represenle yJg^. i {PL I) par deux secteurs : Kun de 37 de- 
gres, I'autre de 38 degres, que Ton disposait, I'un a droite et I'autre 
a gauche du trait solaire, de maniere a pouvoir y relever, sur I'un, 
les diverses couleurs du trouQon d'arc-en-ciel de droite, et, sur Tautre, 
celles identiques du trongon de gauche. L'arc intercale entre les sec- 
teurs, qui allait, par exemple, de la division extreme de gauche du 
secteur de droite a la division extreme de droite du secteur de gauche, 
arc variable, dont I'etendue dependait de la position qu'il avail fallu 
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dooner aux secteurs pour qu'ils fussenl rencontres par les deux arcs- 
en-ciel symetriques a relever, se mesurait avec un grand compas dont 
I'ouverture ^tait reportee sur Tun des secteurs tant qu'elle ne surpas- 
sait pas 38 degr^s. Quand elle les surpassait, on commenijait par decom- 
poser cet arc, en y employant Falidade et des plaques de marbre immua- 
bles convenablement espacees, en parties moindres que 38 degres qu'on 
evaluait separement, de manil^re a pouvoir ajouter leur somme aux 
deux arcs lus sur les secteurs. Pour assurer aux secteurs une grande 
fixite, soit pendant les lectures, soit pendant ces determinations de 
Tare intercale, on avait soin de les relier ensemble par une tringle et 
des vis. Nous obtenions ainsi, de ces secteurs, les memes r^sultats que 
si nous avions construit le limbe entier dont ils etaient deux fragments. 
Le degre, sur ces secteurs, long de plus de 39 millimetres, se trouvait 
divise en 12 parties, dojit un vernier, confie a Taiidade, donnait le 
dixi^me ; les angles pouvaient done se mesurer a une demi-minute pres, 
ce qui est bien siiffisant pour ce genre de recherches. 

Ces determinations ne sauraient, en eflet, pretendre a une extreme 
precision, parce que les arcs-en-ciel , m^me ceux si dilates d*un ordre 
eleve, ne sont que des spectres imparfaits qui se refusent a montrer les 
raies. II en resulte que nos observations, conformes a celles dont on 
s'est si longtemps contente en optique, apres Newton et d'apres lui, 
consistaient a amener en coincidence avec la crois^e des fils de la lu- 
nette, le commencement, la 6n et la partie la plus vive des diverses 
eouleurs. Or, le peu de discordance des lectures obtenues, soit succes- 
sivement par un meme observateur, soit par divers observateurs, 
montre que ces determinations comportent, surtout dans leurs moyen- 
nes, une certaine exactitude. Cette complexite des eouleurs des arcs 
6tant chose essentielle, arretons-nous-y pour Tetablir et par le raison- 
nement et par Texp^rience. 
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§11. — J^tude th^orique et expSrimentale sut la constitution 
color iflque des arcs-en-ciel. — Region des arcs s urnumSr aires . 
— Comment on les manifeste par Vemploi du rSseau et du 
prisme. 

Les couleurs d'un arc-cn-ciel sont composes, et le 8ont d'autant 
plus qu'on s'^loigne davaQtage du rouge. On en voit la raison. 

Pour tons les arcs, la deviation ou mieux la rotation des rayons dits 
ejficaces est un minimum; elle grandit : i^ pour les rayons ext^rieurs 
aux efficaees, jusqu'k un premier maximum qui, fourni par le rayon 
dont rincidence surla goutte atteint 90 degr^s, vaut (L^tant Tangle 
limite et/? le num^ro de Tare) 

2(90— L)-H/?(i8o — 2L) = (/?-4-i)(i8o® — aL); 

1^ pour les rayons int^rieurs, jusqu'k un second maximum, de beau- 
coup sup^rieur au premier, et qui, fourni parle rayon central, a inci- 
dence nuUe, vaut /1. 180. Comme, d'ailleurs, la deviation minimum 
des rayons efficaces grandit avec Tindice du rayon simple, il en r^sulte 
que seul le rayon rouge extreme ^chappera k toute superposition; que 
tout rayon efficace plus d^vid, celui du jaune par exemple, sera super- 
pose k certains rayons non efficaces des couleurs moins r^frangibles, 
de sorte que, pour le violet extreme, il y aura melange avec toutes 
les autres couleurs. 

L'espace angulaire ouvert aux rayons non efficaces, espace marque 
par I'excfes de />.i8o sur A= 2(1 — r) -h/>(i8o — 2r), c*est-4i-dire 
par 2 (/> -H i) r — 2/, croit avec le numero de Tare et vaut 4i**54' dans 
le 1", 128^47' dans le 2% 221*^17' dans le 8%..., 893^20' dans le lO*,* 
989^20' dans le 11^, etc. S'il est evident que, dans ces espaces crois- 
sants, les rayons non efficaces sont loin d'etre uniformement distribu^s, 
cependant on doit admettre qu'ils sont moins serres quand Tangle est 
plus grand, et Ton s'expliquerait ainsi comment, dans les arcs d'ordre 
un peu eleve, les arcs-en-ciel elementaires des couleurs les plus refran- 
gibles auraient une superiorite plus marquee sur ces rayons etrangers 
qui leur sont meles, et pourquoi on y discerne du bleu et du violet, 
ce qui n*arrive pas dans nos premiers arcs. 
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Dans Tespace ouvert aux rayons non efficaces, on sait qu'il faut dis- 
tinguer, comme ayant une importance capitate, k cause des pheno- 
menes d'interference qui peuveot s'y produire, la region propre aux 
rayons ultra^eiBcaces^ region ou ceux*ci sont superposes aux premiers 
des rayons ante-efficaces. Gette region qui avoisine les rayons efficaces 
et qui a pour expression (p 4- 1) (180 — aL) — A est pen 6tendue, el 
Test d*autant moins qu'il s'agit d'arcs d'un numero plus elev^. Elle vaut 
27^43' pour le !•' arc, 17^30' pour le 2*, ia®55' pour le 3*, etc., et ne 
s'^leve qu'a 4^37' dans le iO*'. Miller, dans ses Etudes sur les arcs sur- 
numdraires des deux premiers arcs-en-ciel, a yu ces bandes d'interfe- 
rence atteindre, dans le V^ arc, le milieu de I'espace ou elles sont pos- 
sibles, et, dans le second, en remplir la presque totaUte. 

Pour verifier ce qui vient d'etre dit sur la constitution colorifique 
des arcs-en-ciel, nOus installons, au bout de la grande alidade {fig^^)^ 
outre la lunette du goniometre de Babinet, le limbe de cet appareil, et 
nous disposons sur sa plate-forme, normalement aux rayons arrivants 
et au centre d'un carton perc^, un reseau au xo ^^ millimetre, par le- 
quel les rayons gdnerateurs des diverses parties de I'arc-en-ciel doivent 
passer tour k tour avant d'atteindre I'objectif. La lunette est-elle dirig^e 
vers la veine liquide, on voit la couleur de I'arc-en-ciel, comme si le 
reseau n'etait pas interpose ; mais quand on la fait tourner autour de 
la platerforme, on lie tarde pas k obtedir un spectre plus ou moins 
incomplet et capable de nous dire^ par sa constitution, de quelles 
couleurs 61ementaires se compose la petite portion d'arc-en-ciel a 
laquelle le reseau livre passage. Le reseau est-il sur le rouge extreme, 
le spectre n'a que du rouge; mais au fur et k mesure que le mouvement 
de Talidade ambne sur le r^eau les couleurs qui suivent le rouge, on 
voit s'adjoindre successivement au rouge, rorang6,le jaune, le vert, etc. , 
jusqu'k ce qu'enfin le spectre devienne complet. 

Ce n'est pas tout : pendant que le spectre de d^veloppe ainsi par fe- 
mouvement de I'alidade, on ne tarde pas k voir s'y former a I'extrei- 
mite rouge, plus tot si le tube d'^coulement est gros et plus tard s'il est 
fio, une bande obscure qui chemine a travers les couleurs. L'alidade 
continuant de se d^placer, on voit ^clore, loujours dans le rouge ex- 
treme, pour se mouYoir encore vets le violet, de nouvelles bandes; de 
sorte que bient6t le spectre se trouve coup^ par trois ou quatre bandes 
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obscures. Ces bandes qui s'obtiennent avec nettete dans les sept pre- 
miers arcs et s'y obtiennent avec des tubes de diametres differents, 
sont autant d^arcs surnumeraires propres a la couleur simple ou elles 
sont installees. Tandis que ceux de la nature sont des arcs composes 
dus au concours de divers rayons simples, ceux-ci, grace k Taction s^- 
paratrice exercee*par le reseau, sont de veritables arcs surnumeraires 
elementaires; tandis que dans la nature on ne les voit qu'au dela de 
Tarc-en-ciel propremcnt dit, ceux que cet arc pourrait receler restant 
forcemcnt inapergus, ici, oil la grosseur du filet liquide les rend pos- 
sibles au sein meme de Tarc-en-ciel, on les voit aussi bien dans Tare 
qu'en debors. 

Notre but, en recourant au reseau, etait de trouver dans la constitu- 
tion des arcs-en-ciel, a defaut des raies qu'on n'y discerne pas, quelque 
repere qui permit d'introduire dans le relfevement des couleurs une 
precision plus grande qu'on ne Tobtient par I'appreciation de la teinte. 
Ces bandes, qu'on voit poindre a un moment precis, nous semblent 
repondre au but propose; mais n'ayant songe a I'emploi de eel auxi- 
liaira que tardivement, et lors de la redaction de notre travail, nous 
n'avons pu en reprendre les mesures qui se trouvent dfes lors reposer 
toutes sur I'appreciation de la couleur; n'oublions pas d'ailleurs que ces 
nouveaux moyens ne profiteront (s'il doit y avoir profit) qu'aux arcs 
seuls capables d'ofTrir ces bandes, et que pour les autres, beaucoup 
plus faibles, on devra s*en tenir k la pure appreciation des teintes. 

Au lieu du reseau, nous nous sommes encore mieux trouve d'un 
petit prisme installe egalementsur la plate-forme du limbe, en avant de 
la lunette, et amene a proceder par deviation minimum sur la portion 
d*arc-en-ciel qui I'atteint. Les spectres ainsi obtenus sont beaucoup 
plus vifs que ceux que donnait notre reseau^ et nous avons pu d^jk 
suivre Tapparition des bandes jusqu*au 11^ arc-en-ciel. Si le prisme 
est assez ouvert, on pent meme voir a la fois raies du spectre et 
bandes surnumeraires, ce qui semble promettre au rel^vement de ces 
dernieres la precision des meilleures experiences d*optique. 

Quoiqu'il ne faille pas voir dans cette etude accessoire, oil nous 
n'avons pas pu discerner plus de cinq ou six de ces bandes dans les deux 
premiers arcs-en-ciel, aulieu des quinze etvingt qu'on pent y voir au- 
Irement, une 6tude capable, a I'egard de ces premiers arcs, de rivaliser 
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avec celle si remarquable que la science doit a Miller; quoique pour les 
voir dans toute leur heaute et jusqu'aux derniers> ce ne soil pas a 
a™, 239 du filet liquide, mais beaucoup plus pres de lui qu'il faille se 
placer, cependant nous croyons pouvoir remarquer que ce mode nou- 
veau d'observation a pour lui les avantages suivants : i^ d'etudier des 
arcs surnumeraires simples; a^ de relever leurs angles de position dans 
des conditions de precision superieure, et enfin 3*^ de monlrer ces 
arcs jusque dans le 11® arc-en-ciel, tandis que, de pres, a la maniere de 
Miller, on a dejk beaucoup de peine a les voir dans le 3®. 

Quand on voit la lumibre blanche donner si peu de franges dans les 
experiences ordinairesdeYoung, dans celle des anneauxdeNewton, etc., 
on a droit d'etre surpris de voir cette meme lumiere en donner un si 
grand nombre dans le pbenomfene des premiers arcs-en-ciel. Ce deve- 
loppement inusit^ du nombre des franges de la lumiere blanche se re- 
trouve dans d'autres circonstances ; par exemple, quand dans cette 
meme experience de Young on interpose, sur le trajet des deux fais- 
ceauxt des epaisseurs equivalentes un peu grandes de deux corps doues 
de dispersions diflerentes : verre et gypse, par exemple; et la nous 
avons trouve cette particularite piquante que Temploi du verre rouge 
en reduisait consid^rablement le nombre. Nous comptons exposer un 
jour ces experiences, si faciles .quand on y emploie le compensateur 
interf(6rentiel que nous avons decrit dans les Annales de Chimie et de 
Physique^ 3* serie, t. LXIV, p. 385; mais nous croyons devoir remar- 
quer que Ik, comme dans les arcs-en-ciel, les franges diversicolores, 
au lieu d'avoir leur centrale superposee, partent d'origines distinctes, 
de sortequ'on seraittente de croire que le petit nombre des franges de 
la lumiere blanche tient aussi bien k ce point de depart commun qu'a 
la complexity de la lumiere. 

Apres cette longue digression sur la constitution des arcs, a laquelle 
nous avons du nous livrer pour ^tablir les ressources experimentales 
qu'on peut tirer de Temploi d'un reseau ou d*un prisme, revenons au 
detail de nos experiences. 
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§ III. — Precautions a prendre pour voir et reconnaitre les 
divers arcs-en-ciel. — f^isibilitS supirieure de ceux qui s'ap- 
prochent le plus de la direction nor male au trait so lair e. 

La visibility des arcs-en-ciel est aisement compromise par une lu- 
miere eblouissante due soil a la reflexion ext^rieure, soit, si Teau est 
impure, a une ^nergique dissemination op^ree dans toute T^paisseur 
du filet. On ^liminait ce dernier obstacle en n'op^rant qu*avec de Teau 
tres-pure, soumise au besoin a une r^cente filtration; on eliminait 
I'autre en faisant agir sur le tube d'ecoulement quelqu'un qui le pous- 
sait du doigt, dans un sens ou dans Tautre, et Tinclinait ainsi de trfes- 
faibles quantites sur la verticale» jusqu'a ce quel'observateurse decla- 
rat debarrasse de la lumi^re etrang^re. La veine apparaissait alors par- 
faitement obscure dans la lunette mise au point, et, en mouvantTali- 
dade, on ne tardait pas a en voir sortir, tantot a droite, tantot a 
gauche, les couleurs generatrices de Tare etudie ; mais cette l^gfere obli- 
quite de la veine qui montrait nettement un arc-en-ciel ne convenait 
plus toujours au meme arc pris de I'autre cdt6. II fallait done souvent, 
avant de faire les secondes lectures symetriques des premiferes, sou- 
mettre le tube k de lagers changements de direction qui, etant indiques 
par les premiers, reussissaient plus vite qu'eux. 

La concentricity du filet liquide au limbe etait assuree comme il suit 
{/ig. a) : le centre du limbe etait represent^ par Taxe d'un cylin- 
dre metallique un peu gros et assez eleve pour recevoir Tune apres 
I'autre et lesdouilles centrales des deux secteurs et celle de I'alidade. 
La base libre de ce cylindre etait perc^e d'une petite ouverture centrale 
au-dessus de laquelle on disposaitle tube d'ecoulement, d^rangeant le 
vase porteur de ce tube jusqu'b ce que la veine, rep6ree sur deux fils a 
plomb, fut, d'une part, verticale, et, de I'autre, enfilat la petite ouver- 
ture. Eh bien, les alterations introduites aprfes coup dans cette vertica- 
lite pour eliminer, comme on vient de le dire, la lumiere etrangere, 
n^alteraient, grace a la grandeur du rayon des secteurs el de I'alidade, 
la concentricite de la veine que d'une maniere insignifiante. 

L'arc-en-ciel, quoique rudimentaire,devient aisement discontinu; les 
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secousses de Teau qui toinbe, une charge trop grande, sont autant de 
causes qui donnent a la veine des nodosites, des irregularites et en 
amenent la decomposition en parties qui n'offrent plus une seule cou- 
leur dans une meme direction. Ce qui nous a le mievix reussi, pour 
^viter ces dislocations des arcs-en-ciel, a et^ de placer dans le tube long 
et large, qui recevait par en haut Teau d'un vase de Mariotte et se 
terminait a sa partie inferieure par le tube d'ecoulement, une serie 
d'obstacles qui aoiortissaient la vitesse. Pour les observations a Teau 
froidct ces obstacles etaient tout trouves : c*etaient les morceaux de 
glace trfes-pure, qui, destines a refroidir I'eau, remplissaient le large 
tube; pour les observations a I'eau chaude, c'etaient des cailloux, des 
boules de verre, qui imposaient aux niouvements.de I'eau des sinuo- 
sites capables d*en amortir la vitesse. 

II est un cas oil I'eblouissement, du a la dissemination, persevere 
meme avec de I'eau tres-pure: c'est quand I'eau est cbaude et la tempe- 
rature de I'air basse. Le filet d'eau s'entoure alors d'une vapeur singu- 
liferement genante, surtout pour les arcs qui, comme le 12S se voient 
sur le soleil lui-meme. Nous avons du, pour attenuer cet inconvenient, 
renoncer a faire Thiver les observations a I'eau cbaude et les renvoyer 
a r^te. Aveccette precaution, la temperature de I'eau a pu etre portee 
a 5o degres. Cbaude ou froide, on en prenait la temperature en rece- 
vant le jet sur le reservoir d'un petit thermoo^fetre qui en etait tout 
enveloppe. 

Par toutes ces precautions, on obtient des arcs assez nets pour pou- 
voir y suivre le developpement des couleurs depuis le rouge jusqu'au 
vert inclusivement; mais il est quatre arcs privilegi^s pour lesquels la 
lumiere etrangere joue un role moins facheux, oil les couleurs attei* 
gnent une beaute exceptionnelle, et chez lesquels on voit tres-bien, a 
la suite du vert, les teintes bleues et violettes : ce sont les 9® et 15®, 
13^ et 11* arcs, qui ont cela de commun que leurs directions sont celles 
qui approcbent le plus de la perpendicularite sur le trait solaire. 

On avait trois moyens pour reconnaitre les arcs, a savoir : le sens 
dans lequel couraient les couleurs prises du rouge au violet; le cote de 
lagoutte par lequel elles sortaient, cote qu'il fallait prendre contraire 
au c6te apparent, vu le renversement de la lunette, et enfin I'etendue 
angulaire du developpement des couleurs qui grandissait avec le nu- 

lO. 
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iiiero de Tare. L'observation de ces trois particularites, jointes a la cou- 
naissance de la position absolue et de I'etendue angulaire assignees par 
le calcul a ebaque arc-en-ciel, nous a permis de reconnaitre surement 
cbacun des seize premiers. Jusqu'a ce numero.quand deux arcs sevoient 
simultanement et s'entremelent comme les 10* et 14'', 2* et 5*, 9* et 15*, 
!!• et 13% 3« et 4%-8« et 16% et enfin 12* et 12% il arrive, etla rose des 
seize premiers arcs-en-ciel de Teau jointe a ce travail en fait foi, il ar- 
rive, dis-je, que, pour ces arcs a regard desquels on pourrait craindre 
quelque confusion, et la sortie de la goutte et le developpement des 
couleurs ont lieu de cotes opposes. 

Au dela de Tare 16®, nous n*avons plus pu reconnaitre que trois 
arcs, a savoir : Tare iT dont le maximum tombe, a la temperature 
ordinaire, dans une eclaircie qui resle inoccupee entre les 7* et 4® arcs 
[voirh rose des arcs-en-ciel {^g. 3)]. Quant aux 18* et 19*, ils se 
seraient reveles surtout par les difficult^s que nous avons rencontrees 
dans Tobservation des 6® et 14® arcs auxquels ils viennent se m^ler, 
avec cette aggravation, pour Tare 19®, que le 6® et lui sortent du 
meme cdte de la goutte et ont Icurs couleurs developpees dans le meme 
sens. 

§ IV. — Methode de calcul suivie pour dSduire des variations 
quamene, dans la position des arcs^ le changement de tempi- 
rature de Veau, les variations correspondantes d'indice. 

On sait les difQcultes que Ton rencontre quand on veut determiner k 
Taide de prismes les indices que revet un meme corps aux diverses tem- 
peratures. En effet, a moins de se borner aux temperatures atmo^phe- 
riques, ou bien de se constituer, comme vient de le faire M. Le Roux 
dans ses belles rechercbes sur les indices des vapours, une vaste enceinte 
a temperature sensiblement constante, les faces du prisme se voilent, 
les images perdent leur nettete, et la grande precision dont on aurait 
besoin, pour atteindre des variations toujours faibles, se trouve com- 
promise. L'emploi des arcs-en-ciel n*a aucun de ces inconvenients. Le 
filet liquide, libre de toute enveloppe et observe a la sortie meme du 
vase d'ecoulement, avant d' avoir subi une appreciable variation de tem- 
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perature, livre ses divers arcs dans les directions exactes qui convien- 
nent a la temperature actuelle. Or, ces directions peuvent differer beau- 
coup si Tare est d'un numero eleve et la rotation considerable; mais 
comment tirer des variations qu*eprouvent les directions des couleurs, 
par TechaufTement du liquide, les variations correspondantes de Tin- 
dice nt 

Au fond, cbaque arc-en-ciel fournit une relation entre A et n, ca- 
pable egalement de donner, soit A quand n est connu, soit n quand 
c' est A que Ton possede; mais les formules ordinaires, au lieu d^eiie 
explicites entre A et n, restent implicites , deux autres quantites, < etr, 
s'y trouvant associees aux deux essentielles A et /i, ce qui laisse la 
question subordonuee a trois equations dont I'emploi, assez commode 
quand on connait n, Test beaucoup moins quand, se donnant A, il faut 
en deduire n. 

II est vrai que M. Babinet s*est propose d'obtenir et a obtenu, en 
efTet, pour les deux premiers arcs, les equations explicites entre A et n. 
II est vrai que nous-meme, k I'occasion de ce travail, appliquant la me- 
thode de ce savant physicien k T^liminatlon de i et de rdans les deux arcs 
suivants, nous avons obtenu deux nouvelles de ces equations, ne nous 
arrStant k ce numero qu*k cause de la longueur des calculs. Grace a ces 
equations, qu'on trouvera plus loin (p. 84)» on pourrait passer, 
de A mesure k /i, par un calcul direct, consistant dans la resolution 
d*une equation numerique, qui est du troisieme degre pour le V^ arc, 
du quatrieme pour le 2^^du cinquieme et du sixieme pour les 3® et 4^ 
arcs, et probablement du degr^ p -h 2 pour le p'^'^ arc-en-ciel; mais, 
prives de ces formules a partir du 5® arc, on n'aurait plus alors a sa 
disposition^ pour en deduire la valeur de n, que les equations 






cost 



1 . . 
sinr = - sini, 
n 



A= 21 — 2(/i-f- i)r-f-p.r8o, 

qui ne donneraient eette inconnue que par des calculs longs et pe- 
nibles. 
Nous n'avons pas songe un seul instant a suivre une telle marche, qui 
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n*eut et^ d'ailleurs applicable qu'aux quatre premiers arcs. On conQoit 
qu^uoe recherche des variations que subissent des indices connus puisse 
se faire par des moyens plus simples que celle qui determinerait les 
valeurs absolues de ces indices. La marche d^lourn^e k laquelle nous 
avons eu recours repose sur le calcul prealable d*un certain nombre de 
valeurs de A correspondantes a certaines valeurs de n voisines Tune de 
rautre;de tels calculsnumeriques nous^taientd*ailleursindispensables 
a d*autres litres. 

La comparaison des positions experimentales el theoriques qu'ont les 
diverses couleurs dans les divers arcs-en-ciel, comparaison qui etait nn 
premier but de ce travail, suppose qu'on a calcule, par les formules im- 
plicites ordinaires entre i, r, A et n, les valeurs de A propresaux diverses 
couleurs. Nous avons done commence par etablir pour chacun des seize 
premiers arcs, sept de ces calculs, a savoir : i® pour les cinq raies 
B, D, E, F, H dont les indices, a i6 degres centigrades, ont ete deter- 
mines par Fraunhofer; o? pour le rayon le plus intense que doqs avons 
place, avec Fraunhofer et Miller, entre les raies D et E a one distance 
de D egale aux Yi ^^ Tintervalle qui les separe, ce qui loi assigne poor 
indice i ,334 a4, ^t enfin pour le milieu du vert dont nous avons deter- 
mine Tindice comme il soit. 

Fraunhofer ayant donne les X des rayons extremes qui separent le vert 
du jaune et du bleu, leur moyenne o"*,ooo5ia pent etre con»deree 
comme le X du milieo de cette couleor. Or, on a les indices de Feao 
pour les deux raies E et F situees dans les regions qn'occope le vert, et 
Too en deduit la variation d*indice qui, dans ces parages, accompagne 
one certaine variation de X. On peut done en tirer, par la relation ad- 
missible de proportionoalite, ce qn*il faut ajouter a n^ poor aToir le n 
du milieu du vert. Je trouve ainsi i ,336 5oi . Tai pris dans mes calcols, 
par inadvertance, i, 336 594 qui en differe peu. 

Muni de ces caleuls, on reconnait sans peine, comme on poorrait, do 
resle. Tetablir encore par on calcul general, que, dans les limites de la 
variation* egale a Mi — 11, que n s*y trouve recevoir , il j a seoMble- 
ment proportionnalite entre les variations correlatives de Jt et de A: 
tar eo cakolant^ poor ckacon des six intervalles qoe laissenl les sept 
rayoBS le quotient de la diflTerence des deviations par la difTerenee 
dks iaAres, ce qooliettt qui, en rigoeor, diminoe do rooge ao violets 
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n'eprouve que d'insignifiantes diminutions et peut etre considere 
comme constant. Dans ces quotients qui vont nous servir, Tindice 
etant exprime en millioniemes, on aura la variation angulaire qui, 
dans ces limites» r^pond k un millioni^ne de variation dans Tindice. 
Ces quotients, sensiblement constants pour un roeoie arc, mais crois- 
sants avec le num^ro de Tare, seront exprimes en seconde et s*elevent 
du I*' arc au 16« deo'\5i a 5^,9. 

Cela pose, quand, Teau s'^chauffant, son indice s'affaiblira pour 
chaque couleur, la refraction d'une couleur donnee devieudra ce que 
vaut k une temperature plus basse la refraction d'une autre couleur 
plus voisine du rouge, et, si ce deplacement d'indice n'excfede pas 
celui qui a lieu, a une meme temperature, depuis le rouge jusqu'au 
violet, il suffira, profitaot de la proportionnalite precedente, de diviser 
la variation trouv^e pour A par celle propre k un millioni^me de Tin- 
dice, pour obtenir en millioniemes d'unite la variation d'indice due a 
la variation de temperature, et, par suite, en divisant par cette der- 
nihre variation, la variation moyenne d'indice due a un seul degre. 

§ V. — Explication des seize tableaux qui contiennent, pour les 
seize premiers arcs-en-ciel de feau, les r^sultats de la thSorie 
et de Vexpirience. — Exemples des calculs a /aire sur les 
donnies de V observation. 

Avant de passer aux seize tableaux qui resument et nos experiences 
et leur comparaison avec la theorie et les valeurs qu'ellesassignentau 
changement d'indice que subit I'eau quand elle s'echauffe , donnons 
quelques explications sur la manifere dont ils Bont disposes. 

En tete se trouvent, sous le titre Calculs : 

I® Les rotations A que subissent, dans I'eau a 16 degres, pour Tare 
etudie, les sept rayons precites ; 

2^ ^ous le titre d'angle de position, la difTerence entre A et le mul- 
tiple de 180 degres qui en est le plus rapproche, ce qui donne Tangle 
avec le trait solaire arrivant ou avec son prolongement; 

3^ Les variations angulaires totales qui separent les rayons B, D, 
E, F, H; 
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4^ Les quotients de ces variations totales par les variations d'indiee, 
c*est-a-dire la variation angulaire due a la variation 0,000001 dans 
rindice, nombres dont on peut constater la quasi-constance. 

Au-dessous vient, sous le titre Observations ^ un tableau k colonnes 
multiples, comprenant d'abord I'indication de la couleur et le rappel 
du chiffre de la deviation theorique pour quelques rayons; puis les re- 
sultats fournis par Tobservation k di verses temperatures, resultats qui 
indiquent toujours une diminution d'indice pour Teau chaude, et enfin 
la variation assignee a Findice par ces observations pour i degr6 de 
temperature. Pour que les observations pussent servir a ce dernier cal- 
cul, il fallait etre sur qu*on y avait bien vis6, k chaud €omme a froid, a 
la meme couleur, et Ton etait ainsi quelquefois amene k faire un choix 
entre des observations qui auraient pu se valoir s'il ne s'etait agi que 
de verifier Tangle de position de la couleur. En pareil cas, k defaut d*un 
controle meilleur, nous considerons comme pr^figrables les observations 
pour lesquelles les differences qui s^paraient les directions des diverses 
couleurs, dans les lectures de droite et de gauche, s'ecartaient le moins 
de Tegalite. 

Ces tableaux se terminent, quand il y a lieu, par I'indication des di- 
rections dans lesquelles se voyaient, en meme temps et avec une meme 
intensite, une mdme couleur due h deux arcs entrem^l^s, couleurs 
qui, quoique simultanement pergues, etaient tr^s-distinctes, attendu 
que, pour deux tels arcs, jusqu'au 16*^, les couleurs sortent, ainsi que 
nous Tavons deja remarque, des deux flancs opposes de la veine liquide. 
Le relevement de ces directions nous a paru comporter plus de preci- 
sion que celui des couleurs isolees d'un seul arc, et nous y avons eu 
recours de preference pour certaines constatations. 

Ces seize tableaux sont precedes par celui des indices que nous avons 
adoptes, avec leurs differences et les angles limites correspondants. 
Comme derniers temoignages sur le degre de confiance que m^ritent 
les observations comprises dans les tableaux, il convient d'entrer dans 
quelques details propres a etablir que la diversite de Fobservateur, 
I'emploi du plus fin ou du plus gros de nos deux tubes, n'ont pasd'in- 
fluence marquee sur les resultats, et a montrer Tetendue des erreurs 
que comporte ce genre d'observations. 

Les observations suivantes faites sur TarcO'ou mieux sur Tensemble 
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des arcs 9® et 11^ entremeles montrent bien que le diametre du tube 
d'ecoulement peut changer sans porter atteinte aux directions dans 
iesquelles emergent les couleurs. Elles ont port^ sur les deux oranges 
d*egale intensite qu'k la temperature de 4^ degres on voit sortir a la 
fois des deux flancs de la veine. Pour bien juger du peu d'importance 
qu'ont les ecarts des diverses lectures, on ne doit pas perdre de vue 
que les rotations qui sont en jeu depasseut ici 8oo degres. 



PETIT TUBE, d = 
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i5. I 
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Comme exemple de la manifere dont on passe des lectures aux angles 
de position^ on saura qu'ici Tare qui s^parait, du c6t6 oppose au trait 
solaire arrivant, les divisions zero du secteur de gauche et 38 degres de 
celui de droite {fig^ i) (arc mesur^ en cinq morceaux par les moyens 
d^crits plus haut), valait 144^27' 5''. On avail donc» pour Tangle des 
deux directions : 

1® Avec le petit tube, 

c'est-k-dire i94®7'6, dont la moitie donne 97^4' pour Tangle de posi- 
tion compte avec le prolongement du trait solaire, quantite que nous 
diminuons de 4 minutes, parce qu'en mesurant au cathetometre Tali- 
dade et la corde de 37 degres, nous avons reconnu que nos degres 
etaient un peu trop petits et reclamaient une correction soustractive 
s*elevant k la fraction 0,000704 de Tare et ne depassant jamais 4 mi- 
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nutes. Le supplement 83 degres de Tare, ainsi corrige, donne Tangle 
de position avee le trait solaire arrivant. 
2^ Avec le grand tube, on obtient 

26*»25' -4- 144«27'5 -f- (38» — 15«7' = 2a<>5r), 

c'esl-a-dire 1 93^*46', dont la moiti6, 96*^53', diminu^ de 4 minutes, 
donne pour angle de position 83^ii\ e'est-^-dire sensiblement celui 
du petit tube. 

. Comme exemples de la tolerance que comportent les lectures ordi- 
naires, quand elles portent, non plus sur deux couleurs simultanees 
fournies par deux arcs, mais sur une seule teinte, nous citerons 
Tare lO* qui a donne, pour le vert, a la temperature / = 49*^3 : 



LactorM de faacbe. 


Leotaref de droite. 


13 30 

14 8,5 

l4*3I 

13.55 
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35.14 
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ee qui conduit, car ici les deux lectures se faisaient sur un meme sec- 
teur, k Tangle 1 1" i5', dont la moiti^, 5^38', est Tangle de position du 
vert dans Tare 10*. 

Autre exemple : Tare 16®, k la temperature t = 38^, donne pour le 
vert d*intensite maximum : 
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30.57,5 
31. 3t 
31.30 


Moyennes. i3.49 


31.17 



L'arc intercaie entre le o du secteur de gauche et le degre 38 du 
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secteur de droite etait 3^6' 5. On en deduit, pour Tecart angulaire 
des deux verts, ia somme 

i3«49'-h33«6'5-f-(SB*»-2i»i7'= 16043), 

c'est-a-dire 63** 38', dont la moitie, 3i®49'» exprime I'angle deposition 
du vert. 

Le 6^ arc, enfin, nous offrira un example des variations que pent 
offrir le relevement d'une mSme couleur quand il est fait par divers 
observateurs. Les observations etaient faites sur de Teau ^ 3 degres. 
Nous nous dispenserons de donner les lectures primitives faites sur les 
secteurs, pour ne relater que les angles de position qui en ont ete 
d^duits. 





1" olMerTtUar. 


1* obMrral«ar. 


Rouge extreme . . . 

Janne. ... 

Vert 


3o.3i 
33.40 
35.46 


/ 
3o 26 

34. 5 

35.53 



Les differences ne sont pas fortes; cependant, comme elles ont lieu 
dans le meme sens pour chaque observation, on pent craindre que le 
jugement d'une teinte donn^e ne varie avec Tobservateur. Pour nous 
pr^munir, autant que possible, contre les consequences que de telles 
divergences auraient, quoique faibles, sur la determination des varia- 
tions d'indice avec la temperature, nous avons eu soin que, pour 
chaque arc, les deux sortes de lectures, celles a chaud et celles a froid, 
fussent faites par le meme observateur. 
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Tableau des relations expliciies entre ^ et n ou formules de Babinei, 



l*"*" arc. 



2^ arc. 



3* arc. 



4* arc. 



DeTiation A. 



i8o — (4/* — It) 



36o — (6r~2i) 



340 ~ (Sr — 31) 



720 — (lor — 2/) 



A 



90 — (2r 



180 — (3r 



. A 

sin — ' 
2 



A 

cos — 

a 



270-(4r — 1) 



36o-(5r-i) 



i 27.it*-h896.ii*— ao48 / /i* — 1 
75.«* V iS 
^ 

J 3^7l«-^-2^7 w'— 2" / /i' — 1 

( "" 3.5«./i* V '•> 



— 2*.ii*-H5*.i7.yi* — 5* 

2".3"./l» 



-/!«) 



\^ 



(4-^')' 
27. /I* 



-^(«*-m8./»«-37) 

.n»-5.2)y/i^ 

= __(_,7.„.-h3,)(-^) 
iV/i«-l-3.5».ii.>i*-h2.3.5*.ii«-+-5* 



__(_,,.„.+46< 



2".3Vii» 



Tableau des Equations qu'elles fournissent pour diduire n de A. 



l*' arc. 
*2«arc.. 



„• 4- 3 A - 9 8in« -^ /I* -+- 48 . /!« — 64 ^ o 
n* -\-% cos — /i' -t- 18. «■ — 27 = o 



3« arc.. I 3V/t" -+-3.5« /^5co8*- — 2«^ii» -f-1867.il' — 2»'.3.5.7i.ii*4-2'».3.5.ii'- 



4* arc. . 



2*./i« — 2'.3«cos- ii»-h3.5*.ii.ii*— 2. 3. 5*. If* H- 5* SI o 

2 





«" -4- /)z' -h yx -H r = 




«* 4- />«" -H yz' H- rx -h * = 


2«' = 


a* -H pa* -♦- yz" -h rx" -f- *a -+- « = 




z* -+- />«* -h f X* -h rx* -f- *x* -f- f X -4- tt = 



Tableau des indices de I'eau ei de quelques iUments qui en dependent. 



Inllce. 



RaieB 

Raie D 

Maximum. ... 

Raie E 

Milieu du vert. 
Raie F 



j Raie H 

; Variation d'indice entre R et H. 



1 



1,330956 

1.333 577 

1 .334 340 

1.335 85o 

1.336 59^1 
1,337803 
1,344169 



VtrltUonderindlM. 



Angle limlie L. 



180— SL. 



0,002 621 

0,000 663 
0,001 610 
0,000 744 
0,001 209 
0,006 366 

o,oi3 2i3 



48.42.23 
48.34.43 
48.32.46 

48.28. 5 
48.25.56 
'18.22.26 
48. 4.10 





82. 


35'. 


«^ 


82. 


50.34 


82. 


54. 


28 


83. 


3.5o 


83. 


8. 


8 


83. 


i5. 


8 


83. 5i. 


40 



o 
50,326 

5o,534 
5o,6ii 
5o,75o 
5o,8i5 
50,919 
51,467 
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§ VI. — Les tableaux. — Remarques diver ses. — f^ariations 
quits assignent a Vindice de Veau^ pour i degrS de tempera- 
ture. 

1" ARC-EN-CIEL DE L'EAU. 



CALCULS. 



A == IW- 


-(4r-fi). 


AnKl« de pottUon 
IW- A. 


Vtrlatlon tngalttre. 


Variation 
poor one tarlatioa 
<nndlce = 0,000 001. 




Ab 


137. 27. 06 


43.33.34 


entre B et D 


1375" 


0*5346 


f^oir, page pr*- 
cMenU , la 


A 


i38. 0.31 


41.59.39 


• • • • 


. . • . 


.... 


oolonne des 


A max.. 

A, 

A vert. . . 


i38. 6. 7 
i38.3o. 5 
238.36.3i 


41.53.53 
41.39.55 
4 1 . 33 . 39 


D ct E 

.... 
E et F 


1184 
.... 
1009 


o,5ao9 

> . . . 
0|5i66 


variatioas 
d'lndlce ; en 
sapprimaot la 

Tirgule. lis 


Ar 

A. 


138.36 54 
139.31 8 


41.33. 6 
40.38.53 


F et H 
B ct H 


3354 

6333 


o,5iii 
o,5i65 


soot exprliMs 
en mllllonie- 
mes. 



OBSERVATIONS. 



TMorle 



Roa^' extreme. . 

Raie B 

Onng6 

RaieD 

Jaune 

yerl(Biilieu)... 

Bleu 

Raie H 



.... 

43 33.34 

. • . . 

4i.59;39 

«... 
41 .33.39 

■ . . . 
40.38.53 



/ = <rfi. 



L'obierTatlon a donn^ 



t=zrx 



O I 

43. 3 



41.54 

41 .33 



/ = W. 



O / 

43.36 



41.57 

41.33 



o / 

44- 9 



43.44 
43.13 



• • • • 



VariaUon d'lndlce 

poor 1* 

comprls entre 

/ = o*,5 et / = w 



0,000 137 
0,000 i38 



Quoique les deviations et, par suite , les variations produites dans ces deviations par les 
changements de temperature, soient faibles dans ce l**" arc, cependant un echauffement de 
40 degree soffit pour amener une diminution manifeste des A qui donne un decroissement 
d*indice ne s*eioignant pas trop des resultats analogues obtenus avec des arcs plus avantageux. 

Comme ezSnpIe de calcul du coefficient de variation d'indice, nous avons, pour le 

jaune, entre / = o'',5 et /= 4^% Boit pour la variation de 4^°}^ do temperature une 

variation angulaire de 4a**44'— 4>°54' = o^So' = 3000" ou bien, pour un seul degre, 

Booo" 

- — J- = 70', 6 qui, divises par o*,5ao9, donnent 0,000137. 
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MEMOIRE 



2* ARC-EN-CIEL DE L'EAU. 



CALCULS. 



A = 860* - 


-(er-fi). 


Angle de position 


Vtriallon tofalalre. 


Variation 
poor una rariation 






A -*!»•. 


% 


d'Indlces 0.000 001. 


Ab 


33o.2t.i3 


5o.3i.i3 


entre B et D 3478" 


0*9454 


Ad 


sSi. 3.3i 


5i. 3.3i 


DetE 2i35 


0,9393 


A max 


33i.ia.55 


5i .13.55 


E et F i8a5 


0,9345 


Ab 


q3i.38. 6 


5i 38. 6 


F et H 5S82 


0,9^4 


A vert 


331.49.4^ 


51.49.43 


• ••• •••• 


• . . • 


Ar 


333. 8.3i 


53. 8.3i 


B et H 13330 


0,9369 


A. 


333.46.33 


53.46.33 


• ••• •••• 


. • . • 



OBSERVATIONS. 



Rouge extreme. . 

Raic R 

Orange 

Raie D 

Jaune 

Vert ( milieu ) . . 

Bleu 

Raie H .^ 



Tlitorfe 

t =: 16*. 



O ; ff 
.... 

5o . 2 1 . 1 3 

• • • • 
5i. 2.3i 

• • • • 

5i .49*33 

. • • • 

53.46.33 



/ = 0',7. 



o / 
49.15 

• • • • 



5l.30 

53.38 



t = ir.s. 



49.13 



5i.io 
53.10 



a a donni 




Variation dindlce pour i* 
compris entre 


/=4l*.8. 


/=W,8. 


/ = 0»,7 

et 
/ s 4i*,8. 


/ = 0\7 

et 

/ = 48',$. 


48" 34' 


1 
48.16 


• • • • 


• • • • 


• • • • 

49.46 


■ « • • 
• * • • 


• • • • 

• • • • 


• • • • 

• • • • 


50.19 


5o. 9 


• • • • 

0,000099 


0,000 106 


5i. 3 


5i.i4 


0,000 136 


0,000 III 


. . • • 


53. 8 


• • • • 


• • • • 


• • • • 


• • • • 


• • • • 


• • • 



On sail qu'Airy, en faisant intervenir rinterf^rence, a obtenu, chez lesdeux premiers arcs, 
I)our le maximum, une direction un peu diff^ente de celle que donne la th^orie ordinaire 
des rayons efficaces et que les experiences de Miller ont confirm^ ces faibles toirts. Comme 
ces experiences ont ^te faites tr^s-prds de la veine et que , dans notre mani^re d'observer, 
on s'en trouve assez loin, on se demande quelle influence, dans la throne nouvelle, est 
acquise k cette difference de distance; c'est Ik un point sur lequel nous nous proposons de 
revenir quand nous aurons regularise Temploi des moyens d'observation signaies au § II. 
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3« ARC-EN-CIEL DE L'EAU. 



A=M0*-.(8r— li). 



CALCULS. 



A». 317.30. 3a 

Ad 3i8.38.3o 

A max/. . . 3i8.43« 5 

Ab • .•...• 319 18.36 

A tert. ... 319.34.43 

Ar 330. I. 8 

Ab 333.18.40 



Angle de potltlon 
880"— A. 



43.99.38 
4i.3i.3o 
41.16.55 

40.^1.34 
40.a5.i7 
39.58.53 
37 . 4 1 ' 20 



Variation aoffnUlre. 



entre 



B et D 
D et E 
E et F 
F et H 



3478" 
3996 

3563 

8i53 



B et H 17389 



Variation 
poor one Tarlatl<» 
(i*la(ilce = 0,000 001. 



1,327 
i,3i8 

l,3l3 

1,296 

• • ■ • 

i,3o8 



OBSERVATIONS. 



Rouge extreme, 

Raie B 

Orang^ 

Raie p 

Jaune 

Vert ( moyen ). . 

Bleu 

RaieH 



Thtorle 



43 

4i 
40 

37 



o f » 

• • • 

39.38 

. • • 

3i.3o 

... 
35. 17 

• • • 

41.90 



L'obfefTttlon a doDoi 



/ = l*,6. 



O I 

43. 7 



41 .11 
39.41 



f = ir,9. 



44^43' 



43.13 

• • • • 

43.30 
40.47 
39.33 



f = 4t,8. 



44-49 



43 53 

• • ■ • 

43.18 

41. i5 

• • • • 



Variation d'Indlce poor r 
eompria antra 



/ = f,6 

et 
/ = W,9. 



0,000 102 
0,000086 



t = r,6 
et 

/ = 4r,8 



0,000073 
0,000 io5 



COINCIDENCES D'ARCS. 

O O f 

On Yoit, li la temper. r= 1 ,0 deux rouges ^aux, dusauxarcs 3* et 4*, dans la direction 42.53 

( = 36,9 deux oranges ^aux, * 3* et 4', » 42.16 

( = 43>8 deuxorang^jaunlttres^ux, ■ 3* et 4®, » 4 ''-^9 



» 



» 



L'arc 3*, si faible dans la nature, dont je n'ai pu que deux fois apercevoir un pftle lambeau, 
est, dans la chambre obscure, un tr6s-bel arc qui, aux temperatures ordinaires, se mdle 
k peine k Tare 4*, rempi^tement mutuel ne portant que sur les rouges extremes ant^rieurs k 
la raie B. La temperature s'^ieve-t-elle, les arcs se p^n^trent de plus en plus, et les teintes 
pareilles, qui contimient de se voir dans une mdme direction, marchent vers leurs extremit^s 
violettes. 
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MEMOIRE 



4« ARC-EN-CIEL DE L'EAU. 



CALCULS. 





Angle de posiUoa 


A =7W-(10r — «i). 


A-8«0*. 


O / » 


, / If 


Ab 402.44* M 


42.44.24 


Ao 4o3.58.27 


43.58.27 


A max 4^4 .175 


44.17. 5 


A| 4^5. 3. 16 


45. 2.16 


A vert 4o5 . 23 . 5 


45.23. 5 


Ar 4o^-^6*49 


45.56.49 


Ah 4^8.52.46 


48.52.46 



Variation angnlalre. 


entrc B et D 
D et E 
E et F 
F et H 


4443- 

38a9 

3273 

.10557 


• • • • 

B et H 


22102 


• 9^ • • 


• • • • 



Variation 
poor oneTiriatlon 
<l*indic« = 0,000 001. 



1 ,695 
i,68.'> 
1,676 
1,658 

• • • • 

1,673 



OBSERVATIONS. 



Rouge extreme. 

Raie B 

Orange 

Raie D. 

Jaune 

Vert moyen . . . 

Bleu 

RaieH 



TMorle 
t = 16'. 



• • * • 
42.44.24 

^ • • • • 

43.58.27 

• . • • 

45.23. 5 

• • • • 

48.52.46 



L'obMrTation a donn* 



I = r,». 



O / 

43. 9 



43.54 
* • • . 

44.29 
46. I 



t = 4«*,8 



40.27 

V 

• • • • 

41. 4V 

• • • • 

42. 8 
43.44 
46.24 



farlatlon d'indica 

poor 1* 

comprti entre 

t = i\$ et / = W,8. 



0,000 107 
0,000 104 



COINCIDENCES D'ARCS. 



On voit, k e — 2,1, deux rouges ^aux, dus aox arcs 4<^ et 3«, dans la direction 42.58 
• r = 36,9, deux oranges egaux, » 4* et 3«, » 42.46 
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5' ARC-EN-CIEL DE L'EAU. 







CALCULS. 






A=«o<r 


-(Itr-li). 


A0gl« de potUlon 
5W-A. 




Variation anralalre. 


VarlaUoD 
poor one Tarlation 
dladioes 0,000 001. 


^1 


• 487.** 3 '33' 


5a. 56. 27 


entrc 


) B et D 5395" 


1*337 


A. 


. 488.33.38 


5i.a6.33 




D et E 4648 


i,3i8 


A max.. . 


. 488.56. 5 


5i. 3.55 




E et F 3974 


f,3l2 


A. 


. 489.50.56 


5o. 9. 4 




F et H n88o 


i,^ 


A Tert . . . 


490*16. i3 


49.43.47 




••*. .... 


. • • • 


Ar 


. 490.57.10 


49. a.5o 




B et H 36897 


i,3o8 


As . ..... 


. 494'3i.5o 


45.a8.10 


• ••■ •••• 


.... 



Thtorle 
/ = !«•. 



Rou^ extreme 

Raie B 

Orang^ 

Raie D 

Jaune 

Vert moyen . . 

Bleu 

RaieH 



• • • • 

52.56.37 

• • • • 

51.36. 33 

• • • • 

49.43.47 

• • • • 

45.38.10 



OBSERVATIONS. 



L*olM«nraUoD a donni 



/ = 0»,7. 



O I 



53. 5i 



5o.35 
48.34 



t = r,«. 



53. 5o 



50.38 



.57 



/ = U*,8. 



57.39 

55.15 

• • • • 

53. 5o 
52. 7 



Variation d'lndlce ponr 1* 
conprli entre 



f = 0»,7 
et 



0|000 i33 
0,000 i3o 



/ = «*,» 

at 
/ = U»,8. 



0,000 106 
0,000 i33 



COINCIDENCES D'ARCS. 

On voit, h t rrz 0,7, deux oranges ^gaux, dus aux arcs 5^ et 2", dans la direction 5i .00 
» r:=4>y^> deux jaunes egaux, » 5^ et 2*, » 55.33 

» t .- lit fS, deux iaunci 0TBnf^6s oQava, » 5* et 2', • 54-40 

» r = 4i}5, deux bleus ^gaux, • 18® et 19®, » 4^*45 



L'^tude du 5* arc-en -ciel de Teau nous a donne de la peine, et cependant, parmi les arcs 

Annates scientifiques de VEcole Normale supen'cure. Tome V. T 2 
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6nergiques, le seul qui s'y m^Ie est le 2* arc , si court et si reconnaissable. Nous avons 6t6 
longtemps sans soup^nner que oos embarras pourraient bien venir des arcs 18 et 19, dont 
le premier a ses couleurs d^velopp^ dans le m^me sens que I'arc 5. Yoici comment nous 
nous sommes convaincu de la rdalit^ de cette influence inattendue. 

Quand, en incUnant suffisamment la veine, on rabat sur le bois de I'alidade les arcs 5 et 2 
et aussi Tare n° i , qui est dans les m^mes parages, on s'apergoit que la lunette continue de 
montrer deux arcs sur les bords oppose du filet, lesquels, d^barrass^ par cet artifice de 
leurs brillants rivaux, apparaissent alors avec nettet^, offrent des coincidences de couleurs 
yariables avec la temperature et se prdtent tr68-bien au rel^vement de leurs princi pales cou- 
leurs. Ce serait k eux qu'appartiendraient ces deux bleus d*^le 6nergie qui, a la tempera- 
ture de 4 1 degr^s, se montrent dans la direction 42^45'; le lecteur s*en convaincra quand il 
verra, § YII, les directions que nous avons obtenues pour plusieurs couleurs de ces deux arcs, 
et qu'il verra combien peu, quoiquMl s*agisse d'angles de pr^s de i6oo et de 1700 degr^s, 
el les s'eioignent des directions th6oriques. 

Pour appr^cier Teffet que pent avoir Tinclinaison de la veine liqvide, imaginons deux plans 
dont Tun passe par Taxe du cylindre et la verticale, Tautre passant par le m^me axe et se 
trouvant normal au premier. Ce deuxi^me plan diametral divise Ae cylindre en deux moities 
telles, que si dans lune lesnormales int^rieures k la surface sont toutes inclin^es au-dessous 
de rhorizon, dans Tautre elles se reinvent au-dessus; une reflexion qui utilise unedes pre- 
mieres normales d^primera le rayon refldchi, tandis quit sera relevd par les reflexions ope- 
rees dans Tautre moitie. Cela pose, on con^it que, quand les reflexions sont nombreuses et 
le sens de Tinclinaison convenable, elles puissent se pariager k peu pres egaiement entre 
les deux moities et y occuper des positions qui donneront pour les reievements et les de- 
pressions deux sommes a peu pres egales, cas auquel le rayon sorlant se retrouvera horizontal 
et retrouvera la lunette, comme si le filet cylindrique fOt reste vertical. Le meme genre de 
compensation n*etant plus possible pour des arcs qui , comme i et 2, et meme 5 et 6, sont 
engendres par un petit nombrc de reflexions, ou tout au moins n*ayant pas lieu pour le 
meme sens d'inclinaison^ un calcul en regie veriflerait, ce nous semble, ces previsions. 
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6« ARC-EN-CIEL DE L'EAU. 



CALCULS. 



A=10W- 


(Ur-li). 


▲■|l« d« pOtlUOD 
A-5W. 


VarUtion aognltlre. 


VarlatlOB 
poor QDO TarlatloD 
(TiDdloes 0,000001. 


A. 


**.. '0%," 
570.53.34 


3o.53.34 


entre B et D 6333 


3*413 


A. 


573.37.57 


33.37.57 


D et E 5458 


2,401 


A max . . . 


573. 4.33 


33. 4.33 


E et F 466g 


3,391 


As 


574. 8.55 


34. 8.55 


F et H i5ooi 


3,356 


A Tert .... 


574.38.39 


34.38.39 


• ••• •■•• 


• • • • 


Ar •• 


575. 26.44 


35.36.44 


B et H 3i45i 


3,38o 


A, 


579.36.45 


39.36.45 


• •«• •••■ 


■ • • • 



OBSERVATIONS. 



Rouge extreme. 

RaieB 

Orang^ 

Raie D 

Jaane 

Vert HMyyen . . . 

Blea 

RaieH 



TMwIfl 

r = i«». 



• • • • 

3o.53.34 

• • . . 
33.37.57 

« . . • 
34.38.39 

.... 
39.36.45 



L'obMrratlon a dona4 



r = 8*. 



3o.3i 



3i.55 
. • • 
33.40 
36.46 
38.57 



# = !«•,♦. 



o / 
38. 



30.44 

33 39 
35.56 



VariatloD dnndlca 

poor r 

oomprii antra 

r = r at /=88*>. 



0,000 117 
0,000098 



Get arc est, comme le pr^cMent, mais k Tautre bout, dans le champ des deux arcs si 
^tendos 18 et 19 [fig. 3 ) ; cependant son ^tude ne nous a pas pr^nt^ les mdmes difficult^. 



12. 
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HEHOIRE 



7« ARC-EN-CIEL DE L'EAU. 



CALCULS. 







Angle de position 


A=1M0'- 


(16r — ti). 


7W- A. 




® ' >.» 


/ If 


A» 


654.Q3.36 


65.37.44 


Ad 


656.23.37 


63.36.33 


A max . • . • 


65G>54> 9 


63. 5.5i 


A, 


658. 8 5 


61. 51.55 


A Tert .... 


658 43.10 


61.17.50 


Ar 


659.37.25 


60.23.35 


A. 


664.35.3i 


55.34.39 




entre 



B et D 7271' 

D et E 6368 

E et F 536o 

F et H 17386 

B et H 36i85 



Variation 
ponr nne Tarlatlon 
dMndlc« = 0,000 001. 



2,774 
3,758 

3,746 

2,7i5 

« • • • 

a>739 



OBSERVATIONS. 



Rouge eztrdme. 

Raie B 

Orange...... . 

Raie D 

Jaime 

Verl moyen . . 

Bleu 

RaieH 




Variation d*indlc« 

ponr 1* 

compris entre 

/ =r 1* et f = rr,8. 



0,000 io8 
0,000 1045 



COINCIDENCES D'ARCS. 



On voit, h r -^ 37,8, deux rouges oranges egaux, dus aux arcs 7^ et 13<^, dans la direction 70. 12 
37,8, deux bleus vioUtres dgaux, » 7« et 17*, » 55.53 



t ~ 
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8* ARC-EN-CIEL DE L'EAU 







CALCULS. 






A = iu<r- 


(18;— to 


Angle de pofUlon 




VariatloD anfnlalre. 


VariaUon 
poor one varlatlun 






A — 7i0*. 






(I'lndtres: 0,000001. 


A» 


1 M 

737.40. 8 


/ « 
17.40. 8 


entre B et D 8906'' 


3,i3l 


Ao 


739.56.54 


19.56.54 




D et E 7073 


3,119 


A max... . 


740.11.94 


90.91.34 




E et F 6046 


3,096 


A« 


741.54.47 


91.54.47 




F et H 19507 


3,064 


A Tert 


743.33. i5 


29.33. i5 




• ••• ••■• 


• • . . 


Ar 


743.35.33 


93.35.33 




B et H 4o833 


3,090 


A. 


749- o-4o 


99. 0.40 




•••• •••• 


• • • • 



OBSERVATIONS. 



Rouge eiti^me 

RaieB 

Orang^.. 

Rate D 

Jaune 

Vert moyen . . , 

Bleo 

Raie H 



Thtoria 
t = 16*. 



O / If 

. • . • 

17.40. 8 

• • . . 
19.56.54 

• • • • 

99.33. i5 

• . • . 
99. 0.40 



LV>ba€rratloii a donni 



t = 1\7. 



o / 
17.17 

. . • . 

19.13 

• • • • 

90.34 
93.48 
96.95 



/ = »8»,6. 



o / 



17.93 
30.98 



VarlatlOD dUadlce 

poor 1" 

eomprtt eotre 



0,000 100 
0,000 ic5 



COINCIDENCES D'ARCS. 



On Toit, a r =. 38<^,6, deux rouges oranges egaux^dus aux arcs 8' et 12^, dans la direction 14° 99' 
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HEMOiRE 



9« ARC-EN-CIEL DE L'EAU. 







CALCULS. 




A = 1610*- 


(fOr-ti). 


Angle de position 
WW -A. 


VarUUoii tngvUlra. 


Variatioo 
poor one TtrUtioo 
dindlw- 0,000 001. 


A» 

Ad. ... • • • 

A max 

A« 

A Tert.. . . 

A, 

A, 


o / » 

820.49-14 
833.21.32 

823.59.52 

835.33.48 

8a6. 15.37 

827.25. 

833.26.52 


79.10.46 

76.38.38 

76. 0. 8 

74.27.12 

73.44.23 

72.35. 

66.53. 8 


entre B et D 9138" 
D ct E 7876 
E et F 673a 
F et H 21712 

B et H 45458 

• •»• •••• 


3*486 
3,465 

3,447 
3,411 

.... 

3,440 
.... 



OBSERVATIONS. 



Rouge extreme. 

lUieB 

Orangd 

Raie D 

Jaune 

Vert moyen . . . 

Bleu 

Raie H 

Violet extreme 



Tliforte 
f=ir. 



o / n 



79 
76 

73 
66 



10.46 
• » • 
38.28 

• • • 

44. a3 

a • . 

33. 8 



L'ofeMrtation a donni 



t — 1*,6. 



o t 
81. 2 



77- 19 

.... 

75.45 
73.10 
67.52 

• • • 

61. 7 



t = 44' .« 



85*! 36' 



82. 6 
• • . . 
80.49 
76.50 
73.54 

• • • • 

67.59 



VtrUUoii dmdice 

poor 1* 

eomprif «Btre 

/ = f,« et / = U*,t. 



0,000 lai 
0,000 112 



On voit, 4 t : 
» t 
» t. 
• t 



COINCIDENCBS D'ARCS. 

o Or 

0,7, deux verts bleulitres 6gaux, dusanxarcs 9* et 15^, dans la direction 71.18 

43,8, deux rouges orang^^ux, » 9* et 11*, » 83. 49 

43,8, deux violets 6gattx, » 9^ et 15*. » 71-24 

46,5, deux oranges jaunUresdgaux, • 9* et 11®, > 82.56 



SUR LES DIX-NEUF PREUIERS ARCS-EN-CIEL DE LEAD. 
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10' ARC-EN-CIEL DE L'EAU. 



CALCOLS. 



A = 1800*- 


-(ttr-ti). 


Angle de potltloD 
A— 90(r. 


Variation tofnlalre. 


Variation 
poor one Tarlation 
d'iodlce = 0,000 001. 


A» 


/ • 
903.53. 9 


3.53. 9 


entre B et D 10067" 


3*841 


A. 


906.39.56 


6.39.56 


D et E 8667 


3,817 


A max . . . . 


907. 31. II 


7.33.11 


E et F 7416 


3,797 


A. 


909* 4-33 


9- 4-33 


F et H 33713 


3,725 


A Tert . . .. . 


909.51.43 


9.51.43 


• t*« ••»• 


• • • • 


Ar 


911. 8. 9 


11. 8. 9 


B et H 49873 


3,774 


A. 


917.43.33 


17.43.33 


• »•• •••• 


. . • • 



OBSERVATIONS. 



Rouge eztrtae . 

RaieB 

Onng^ 

Raie D 

Jaane 

Vert raoyen .... 

Bleu 

Raie H 

Violet 



Thforie 
r=ir. 



L'obsorf atiOD a donn^ 



< = l%6. 



1 a 





3.53. 9 


• • 


. • . . 


4. 


6.39.56 


. • 


• » . . 


r 


9.51.43 


11. 


.... 
17.43.93 


• • 

• • 


• . . 


• • 



53 

• • 

36 
42 



/ = a7M. 



o / 

• ■ • • 

• • • • 



3.54 
7.43 



tzz^W.t, 



O / 



5.37 

8.40 

.... 

13.25 



Variation d'Indlce pour 1* comprla entre 



£ = r 
et 



0,000 120 
0,000 107 



r = 8» 
et 

f = 40». 



/ = r 
«t 

/ = 80». 



• • • • 


• • • • 


• • ■ • 


• • • • 


• • • • 


. • • • 


0,000 ro4 


■ • • • 


0,000 106 


0,000 1 


• • • • 


• ■ • • 


• • • ■ 


• • • • 



39 



COINCIDENCES D'ARCS. 
On Yoit, li ( = i<^,6, deux Terts ^ux, dus aux area 5 et 14, dans la direction \}9 55'. 



Surtout avec I'eau chaude , les couleurs leg moins r^frangibles sont si rapproch^es dcs 
rayons aolaires, que la t^te de Tobservateur, les arrStant, rend leur rel^vement impossible ; 
i moint que Toculaire de la lunette, arm^ d'un prisme k reflexion totale, ne permette de se 
placer lat^ralement. 
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MEMOIRE 



11* ARC-EN-CIEL DE L'EAU. 



CALCULS. 



A = l»80*— (nr — li). 



S% 986.50. a4 

Ad 989.53.38 

A max . . 990 . 39 . 47 

Ab 992. 3 I. 35 

A vert . . 993 . a3 . 7 

Ar 994.46.36 

Am lOOQ. a. 18 



Angle de poslUoo 
A -900*. 



86.50.34 
89.53 38 
90.39 47 
93 3i .35 
93.23. 7 
94.46.36 

103 3.18 



Variation anfulalre. 



entre 



B et D 

D et E 

E et F 

F et H 



10993" 

9478 
8101 

36143 



B et H 54714 



Variation 
pour one TariatltHi 
d*indlca= 0,000001 



4,»94 
4,170 

4,i48 

4,106 

• • • • 

4,i4i 



k la denxi^ma 
colonne dct 
obaarrationa 
e« aont lea 
loppUmenta 
dea anflea da 
poattion qui 
llffiirant. 



OBSERVATIONS. 



RoHge extreme 

Raie B 

Orange 

Raie D 

Jaunc 

Vert moyen 

Bleu 

Raie H 

Violet 



Th««rle 
/ = 16*. 




L*obMrfatl< 


Du a donn4 
t = W,*. 


/ = W.8. 


VarUUon d'indice 

poor 1* 

oomprU antra 

r = 0*,8 at r = SO*.*. 


/ = ©•,5. 


t = W,4. 


/ ff 

• • • • 

93. 9-36 

• • • • 


94.29 

• • • • 

89.59 


• / 

99- 9 

• • • • 

94-47 


99. 6 

• • • • 

• • • • 


/ 
99.33 

• • • • 

• • • • 


• • • • 

• • • • 

• • • • 


90. 6.33 


• • • • 


• . . . 


• • a • 


• • • 


a • • • 


• • • • 

86.36.53 

• • • • 


88.34 
84. 

• t • • 


93.30 
89.10 
84 53 


95. 4 
90.51 

• • • • 


95.11 
93.14 

• • • • 


0,000 113 

0,000 114 

• • • • 


77.57.4a 


• • • • 


• . • . 


• ■ • • 


• • • • 


a • • • 


• • • • 


73.51 


11 n 


• • • • 


■ • « • 


• • • • 



COINCIDENCES D'ARCS. 



On voit, a t 

r t 

• t 

n t 

• e 
» e 



o,Of deux verts egaux, 

3,5, deux verts ^aux, » 

39,4) deux rouges ^ux, • 

4i 7 7> deux violets ^ux, • 

46,7, deux jaunes orang^ ^aux, » 
49)8, deux orang^ ^ux, • 



dus aux arcs ll*etl3^, daos la direction 81.39 
». Il«etl3<^, » 83.39 

ll«et 9«, » 97. 7 (83.53) 

ll«etl3«. - 83.34 

ll«et 9«, » 96.47 (83.13) 

ll«€t 9«, » 97.10 (83. 5o) 



9» 



MEMOIR« 



13« ARC-EN-CIEL DE L'EAU. 



CALCULS. 









^ 




A = tMO*- 


(tSr-ti). 


Angle d« pMliloD 


Variation aiiffiilalra. 


Variation 
poor una variation 






A — lOSif. 




' d'lndic« = 0,000 001. 


Ai 


ii5a.36.59 


73.36.59 


entre B et D ia85o'' 


4*903 


Ao 


ii56 II* 9 


76.11. 9 


D et P 11090 


4,879 


A max . . . 


1167. 5. 1 


77. 5. 3 


E et F 9450 


4,859 


A. 


1159.15.59 


79.15.59 


F et H 3o555 


4,819 


A vert . . . 


1160. i5. 56 


8o.i5.56 


• •«• ••■• 


. . • . 


A, 


1161.53 39 


81. 53. 39 


B et H 63945 


4,839 


A. 


1170.33.34 


90.33.34 


• • • • • • • 


• • • • 



OBSERVATIONS. 



Rou|^ extreme 

Raie B 

Orange 

Raie D 

Jaune 

Vert moyen . . . 

Bleu 

Raie H 

Violet 



Thtorie 
r=i«*. 



O / /I 



73 

76 

80 
90 



36.59 

• • 

II. 9 

• • • 

i5.56 

• • • 

32.34 



t = 0*,6. 



71.37 



76.33 

. . • . 
78. 1 
81.39 

86.35 

» • • • 

93.48 



L'obsanratlon a donn* 



/ = r,6. 



70.37 



76. 

• • • • 

77.33 
81.55 

85.36 

. • . • 
95. i 



< = *IM. 



70.38 



73.14 

77«»4 
80.40 

• • • • 

86. 3i 



VariaUon d'lodicc 

poar 1* 

oompris antra 

£ = r.6 et / = 4f,i. 



OyOOo 117 
0,000 104 



o 



COINCIDENCES D'ARCS. 



On voit, a r = 0,5, deux verta egaux, dus aux arcs 13* et 11*", dans la direction 83.36 

n r= 40,3, deux bleus violaces ^gaux, " 13* et ll**, » 83.19 

n r= 4i,>* <lcux violeta ^aux, » 13* et II', » 83.55 



SUB LES DIX-NEUF PREMIERS ARCS-EN-CIEL DE l'eAU. 
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14' ARC-EN-CIEL DE L'EAU. 







CALCULS. 




A=:f5M*- 


-(80r-li). 


Angle d« position 


Varlallon anvalaire. 


VaritUon 
poor one Tariation 






1I60*— A. 


' 


d*ln(lice= 0,000 001. 


A. 


ia35. 36.41 


/ If 

34.33.19 


entre B et D 13773" 


5",a54 


Att... *. . . 


1339.16.13 


30.43.47 


D et E 11871 


5,a33 


A max . . . 


1340 i4* 


19.46. 


E et F ioi5i 


5,199 


Ab 


1343.34. 4 


17.35.56 


F et H 33747 


5,144 


A Tert . . . 


1343.38.40 


16 ai.3o 


.«•• .... 


• • • • 


Ar. 


I345*a3.i5 


14.36.45 


B et H 68541 


5,187 


A. 


1354.39. 3 


5.30.58 


• ••• •••• 


• • • • 



OBSERVATIONS. 



Rouge extreme 

lUieB 

Orange 

lUie D 

Jaone 

Vert moyen .... 

Bleu 

Raie H 



Tbiorle 


/=I6*. 


/ w 


34.33 


19 


• • • 

30.43. 


47 


16.31 


.30 


• • • 

5.3o 


.58 



/ = 4M. 



o / 
34.15 



19. 3 
13.43 



L'obferratlon a donni 



/=S7'. 



30.40 



35. 5 
19.40 



t = *r. 



O / 



39.45 

• • • • 

27- 9 
30 53 

16. 9 



Variation dMndlca 

poor 1* 

compria entre 

f = 4* et r = 87». 



0,000 127 

0,000 133 



COINCIDENCES D'ARCS. 



Ob Toit, a t 

n e = 



o I 



39,8, deux orang^ jaun&tres, dus anx aroe 14^ et 6*, dans la direction 3o.oo 

.39,8, deux bleiis violacds ^aux, » 14" et 10*, » 13. 56 

- 4^)6, deux Tiolcts bleufttres dgaux, » ii'^ et 10*, •» 1.4.53 

i3. 



JOO 



MEMOIRE 



15* ARC-EN-CIEL DE L'EAU. 







CALCULS. 


VarUUon aufvlalre. 




A =1700*- 


-(Mr-li) 


Angle de pofltion 
A-lMO*. 




Variation 
ponr ane variation 
d'indlea = 0.000 coi. 


A. 


1 318*1 4. '30* 


' -, » 
58.i4.3o 


entre B et D i47do'' 


5*608 


Ao 


i33}. 19.30 


6a. 19.30 




D et E 13669 


5,574 


A max. . . 


l333.3l.ll 


63.ai.li 




E et F 10833 


5,547 


Ae 


i335.5o.3g 


65. 50.39 




F et H 34936 


5,490 


A vert . . . 


i3!i6.57 53 


66.57 53 




• ••• •»•• 


• • > • 


A, 


i3a8.5i.i3 


68.5i.i3 




B et H 73i48 


5,536 


Ab 


1338.33. 38 


78.33.38 




•••• •••• 


• • • • 



Rouge extreme . . 

Raie B 

Orangd 

Raie D 

Jaune 

Vert moyen 

Bleu 

Raie H 

Violet extreme. . 



Thtorle 
/ = 16*. 



o / 

• • • 

58. 14 
62.19 

• • • 

66.58 
.• • 
78.33 



3o 
3o 



38 



OBSERVATIONS. 



t = 0*.7. 



o / 

• • • * 

• • • • 

63.42 

• • • ■ 

64.18 

• • • • 

73.39 

• • • • 

79-58 



L^obaerration a donni 



/ = 4i'.8. 



o / 



55.48 

. • . '• 

57.30 

64. 4 



t = htr,i. 



O / 



55.36 

. . • • 

57.38 



• * • 



VariaUon d'indlce 

poari* 

comprii entre 

/sO-j ei/=4i*,s 



0,000 no 

- • ■ • 

0,000 109 



COINCIDBNCES DARCS. 

O O / 

On Yoit, k tz=i 0,7, deux verts bleulitres ^aux, dus aux arcs 15® et 9", dans la direction 70.33 

4a, t, deux orangd jaunlitres dgaux, • 15® et 5®, » 07.31 

4a, I, deux Tiolets 6gaux, » 15® et 9®, •• 69. 1 

45,1, deux violets ^aux, ^ 15® et 9®, » 69.53 



» 



t 
t 
t 



SDR LES DIX-NEUF PREMIERS ARCS-EN-CIEL DE LEAU. 
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16« ARC-EN-CIEL DE L'EAU. 



I- 

I 






CALCULS. 



A = tt80*- 


-(Wr-li). 


Angle de posIUoQ 
I44<r- A. 


Variation angnlalre. 


Variation 
poor one TariaUon 
d'lndiees 0,000 001. 


Ai 


i4oi. o.5i 


/ M 

38.59. 9 


entre B et D i56a4'' 


5*961 


Ao 


i4o5.^i.i5 


3',. 38. 45 


DetE 13467 


5,935 


A max . . . 


i4o6. 06.48 


33.33 li 


E et F ii5i5 


5,897 


A. 


1409. 5 4a 


30.54.18 


F et H 37143 


5,835 


A Y9ti , . . 


1410.18.57 


29.41 3 


>••• •••» 


• . • . 


Af 


1413.17.37 


37.4a 33 


BetH 77749 


5,884 


A« 


143a. 36.40 


17.33. 30 


• ••• «••• 


• • « • 



- -» 



OBSERVATIONS. 



Ronge extreme . 

RaieB 

Orang^ 

Rate D 

Jaune 

Vert moyen .... 

Bleu 

Raie H 







L*obMnratlon a donn^ 




Thterie 






/saa-. 




/ = ir. 


/ = r,8. 


/ = ♦•,!. 


t = 4I\8 


/ N 

38.59. 9 


1 

3745 

• • • • 


/ 

38.32 

• • • • 


/ 
45.13 

• • • • 


1 

44-49 

• • • • 


...» 
34.38.45 

• • • • 


34.30 

• * • • 
3l.30 


• • • • 

• • • • 

33. 3 


43. 7 

. . . • 

38. 5o 


• • • • 
« • • 

37.35 


39.41. 3 


35.55 


37.10 


31.49 


3a. 46 


.... 

17.33. 30 


• • • • 


• • • • 

• • • • 




• • • • 



Variation d'tndlea poar 1* 
comprif Mtra 



«t 



0,000 139 

0)000 103 



t = 4M 

et 
/ = 4f,S. 



0,000 io5 



0,000088 
0,000093 



Nous donnerons, pour cet arc, le r^ultat de quelques calculs relatifs h rintensit^ et k la 
cousUtntion de la lumi^re qui le forme. Us se rapportent k un rayon incident 6gal k Tunit^. 

Intensity de la lumi^re r^fl^hie polarise dans le i*' azimut. . I = 0,000 5o8 

Intensity de la lumidre r^fl^chie polarise dans le a' azimut.. J = 0,0000706 

Lnmi^re r^dchie totale = I + J 0,000579 

Lami^re naturelle qui 8*y trouve, aJ 0,000 141 

Lumi^re polarise qui s*y trouve, I — J 0,000437 

Proportion de lumi6re polarise, j-^-j 0,756 

L'intenait^ vrale est bien inf^rieure au chiffre 0,000579 qui convient k un rayon isol6 et 
qui ne tlent pas compte de I'affaiblissement special venant de ce que les rayons sont 6par- 
pillds dans un angle de pr^s de vk degr^. 

Nous ajouterons que le trajet du rayon dans la goutte, trajet marqu^ par 34R cosr, atteint 
12,5 B, c'est-&-dire prte de a3 fois le rayon du filet liquide. 



• « 

• • • 






. ••• 



lOa MEMOIRE 

'Xhacun de ces seize tableaux montre : 
'*••. I** Aux temperatures voisines de i6 degres une concordance gene- 
.. \''* rale entre les angles de position observes et ceux que le calcul assigne 
aux rayons principaux entre lesquels se trouvent les couleut^s ob- 
servees ; 

2^ Que la modification apportee dans ces angles de position par 
I'elevation de temperature de Teau repond toujours a une diminution 
de la deviation et par consequent de I'indice. 

Pour se convaincre de la r^alite de ce deuxieme resultat, on n'a qu*a 
consulter \^fig* 3 {PL 7), oil les seize premiers arcs sont representes 
dans la position qu'ils occupent et avec le developpement angulaire 
qui leur est propre. Dans cette rose des orcs-en-cieL chaque arc debute 
par la raie B pour fmir a la raie H avec indication des trois raies in- 
termediaires D, E, F. Une fleche placee a Textremite H montre le sens 
dans lequel s'accroissent les deviations. On y voit, par exemple, que, 
pour les arcs 6'', 15®, 4*, 8®, etc., la diminution de Tindice amene une 
diminution de Tangle de position, tandis que le contraire a lieu pour 
des arcs tels que les 5*, 9*, 7*, 3*, 16*, etc. Cette rose donne egalement 
la clef des correspondances qui ont lieu aux diverses temperatures. 
Ainsi, aux basses temperatures, les arcs 11* et 13* se penetrant mieux 
encore que cela n'a lieu sur la figure, offriront une coincidence de 
teintes moyennes qui nous ont paru etre leur vert. A 4o degres, s'etant 
degages par un mouvement contraire, ils donneront coincidence de 
leurs teintes bleues. A cette meme temperature, les arcs 11* et 9* se 
seroni rejoints par les rayons les moins refrangibles, anterieurs a B, 
que la figure ne donne pas. Vers 5o degres, la penetration devient plus 
intime, et Ton signale la coincidence des deux oranges. 

Nous n'avons, en general, calcule la variation d'indice due a i degreque 
pour le jaune et le vert, parce que ces deux couleurs nous ont paru etre 
les plus faciles a reconnaitre. Le rouge extreme, malgre sa purete, ne 
donnerait rien de bon; car le rouge que Ton commence a voir depend 
de Tintensite et pent n'etre pas le meme dans les deux observations 
faites, Tune a chaud, I'autre a froid, que Ton compare. Cette inten- 
sity ne saurait, au contraire, influer sur la direction dans laquelle une 
couleur composee, non extreme, semble la plus energique. Nous avons 
resume dans un tableau les determinations de ce genre faites sur les 
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divers arcs; elles conduisent k une moyenne qui est la meme pour ces 
deux couleurs> k sayoir : 0,000 112. Si 1*00 ue considerdit que les cinq 
arcs 7*, 9*, 11*, 13% 15* !es plus voisios de la direction perpendicu- 
laire au trait solaire, on aurait 1 13 et 109, dont la moyenne, o,t>oo 1 1 1 , 
differe bien peu de la moyenne gen^rale. 



Tableau de la variation d'indice pour i degrS de variation 

de temperature. 

N* de rare Jaime. Vart. 

l*** 0,000137 0,000 138 

2* 0,00010a 0,000118 

3* 0,000088 0,000 ogS 

4"... 0,000107 0,000104 

5* 0,000 lao 0,000 i3i 

6* 0,000117 0,000098 

7* 0,000108 0,000 io5 

8* 0,000100 0,000 io5 

9* 0,000131 0,000113 

10® 0,000 113 0,000 113 

11* 0,000113 0,000 II 4 

!?• .... 0,000 131 

13* 0,000117 0,000 io4 

14* 0,000137 0,000 133 

15* 0,000 110 0,000109 

16* 0,000106 0,000097 



Sommes 0,001686 0,001786 

Moyennes . . . -=- = 0,000113 -^ = 0,0001 116 
' i5 16 

Les Annates de Chimie et de Physique, 3* s^rie, t. LVIIl, p. 117, con- 
tiennentles resultats d'un travail de MM. Dale et Gladstone sur les varia- 
tions d'indice de Teau avec la temperature. Dans ces etudes, faites avec 
un prisme et poussees jusqu'a 80 degres, les Auteurs ne paraissent pas 
avoir ete incommodes par les deformations du prisme, puisqu'ils n'ont 
pas cesse de voir les principales raies et de pouvoir operer sur elles. 
Cependant on ne pent pas ne pas etre frappe de la marche desordonnee 
que suivent leurs coefficients de variation, donnes de 5 en 5 degres. 
Ces irregularites doivent tenir a ce que des variations d'indice de Tor- 
dre de celles qui affectent I'eau dans ces circonstances, n'amenent dans 
les deviations minimum que de trbs-faibles variations (quelque chose 
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comme 2' 20" dans un prisme de 60 degres et pour une variatioD de 
10 degres). N^anmoins, si nous prenons la variation totale accomplie 
entre o et 5o degres, nous trouvons o,oo5o qui, divise pour 5o, donne, 
pour la Variation moyenne due a un degr^, le nombre 0,000100, dont 
le notre n'est pas tres-eloigne. 

§ VII. — Calcul et observation des arcs 17% 18* et 19*^. 

Donnons mainlenant les quelques resultats que nous avons dit avoir 
obtenus sur les arcs 17®, 18® et 19*. 

Pour calculer les deviations tlieoriques de ces arcs, nous nous sommes 
servi de la formule approximative 

A = (p -+-i)(i8o«— 2L) — -5^ * — ^— > 

qui s'obtient sans peine en remarquant que quand/? est un peu grand, 
I et r different peu, le premier de 90 degres et le second de Tangle 
limite L. Si on les remplace par 90 —a? et L — j, x ety seront de 
petits angles qui permettront d'introduire, dans les formules, des ap- 
proximations (^).EIIe est tres-commode pour donner A quand on con- 
nait n et par suite L, mais elle le serait beaucoup moins, ^ cause de L, 
si Ton voulait de A connu d^duire n. 



( * ) Le /?"*"* arc-en-ciel depend des Irois Equations 

A =/?.i8o®— a(/;-h ijr-h 2/, sini = /i8inr, ffi = (p -\- i)dr. 

Si p est grand, on a / et r peu diff(§rents, Tun de go degres, I'autre de Tangle- limite L 

d46ni par sinL = -, et, posant 1 = 90 — x et r = L — j, les trois Equations en x et j de- 
viennent 

(i) A = t/?4-i)(i8o-aL)-|-a(/?-|-i)r-2x, 

( a ) cos X = /I ( sin L cos j — sin j cosL = cos^' — ^ri^ — i sin j, dx = (p'\-i) dy. 

Diff^rentiant r6quation ( i) et la combinant avec la derni^re, on pourra lui substitucr T^ua- 
tion finie suivante, qui sera notre troisieme Equation : 



(3) (/? -hi)sinj: = sinj4- v^/i'— I cos>. 

Les ^uations ( a) et ( 3 ) vont donner, comme il suit,, les valeurs approch^ de sinx et sin r; 
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A = (p + l)(180-lL) 


Angle de position 
A -lUO. 


L'obferratlon a donnA 






/=!«•.«. 


/ = ir,». 


i=ar,8. 


Raie B 


1 483*46! 34" 


43'46!34' 


/ 

• • • • 


/ 

• • • • 




Raie D 


1488. 31. 40 


48.al.40 


• « • • 


• • ■ • 




Maximum . . . 


1489. 31.41 


49 31.41 


• . • • 


• • • • 




Raie E 


149a 19.52 


53.19.5'J 


• • • • 


• « • • 




Vert 


1493.37. 1 


53.37. ' 


56.37 


55.40 




RaieF 


1495.42.40 


55.43.40 


• • • • 


• • • • 




Bleu 


• 

• • • • 


• • • • 


2 bl«us 6ganx des trc« 17* et 7^, dans la dir. 55^ 53' 


Raie H 


i5o6.38.38 


66.38.38 


• ••• •••• ■••■ 



L'arc 17*, avec ses 23 degres d'ouverture entre les raies B et H, 
couvre les deux arcs 4* et 7* avec Tintervalle de 7 degres qui les r6- 
pare. Ce recouvrement ayaut lieu pour 7* par les couleurs les plus 
refrangibles de 17*.Quand la temperature s'elfeve, 7* et 17* se meuvent 
en sens contraire, et ce mouvemenl accroissant les angles de position 



leurs carr^ ajoucds donnent la valeur exacte 



v^v-T 

8inx= ^ 

N6g;ligeon8 dans (3) la faible diflidrence qui existe entre cos/ et i, elle donnera 

Substituons au numdrateur, au radical , sa valeur approch^ p-^^ 77- » ©t au d6no- 

minateor cette autre valeur approcli^ (/? + J), il viendra 



sin J = v/«' — I 



a(/>-hi)=' 



Introduisons dans T^uation (i), au lieu des angles a: et/, ces valeurs des sinus, les deux 
termes 2 (z' + 1)/ — 2^ donneront 



1//1* — 1 \/n^ — I ^/i* — I 

I qI = — 1 • 



^-t-l 



p-^l 



p-hl 



Mais, dans ces fonnules, x et/ 6tant les grandeurs lintoires des arcs dans un cercle de 
rayon i, pour avoir leurs valeurs en degr^ il faut les multiplier par la valeur Sy^'ySigSG de 
l*arc 6gal au rayon; on a done enfin 



A = (^4- ,)(i8o - aL) - ^!f^^ 57V986. 
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lie 7**, tandis qu'il dimiDue ceux de 17% amene une coincidence de 
deux bleus que nous avions obtenue en etudiant Tare 7®, sans pouvoir 
d'abord I'interprdter. 

Donnons egalement les tableaux rclatifs aux deux arcs suivants. 
Nous avons dit a la page 90 comment nous parvenions a les isoler des 
arcs plus energiques qui s'y trouvent meles. 

18« ARC-EN-CIEL DE L'EAU. 



Rouge extrdme. . . 

Kaie B 

Kaie D 

Jaune 

Matimum 

Vert (milieu),. . . 

Vert 

Bleu 

Raie H 



A = 19{1W-«L) 
19 



• • • • 

i566.3o 

• • • • 

1 571. 5a 
1676.55 



1 590 . 39 



Aogle de poililon 
th^oriqtte 

i«Kr— A. 



t'obtertaUoD a donni 



O I 



53. 3o 
48.33 

• • ■ • 

47. 8 
43. 5 



29-21 




On voit, ji r = 16®, deux.jaunes verd&tres dgaux, dus aux arcs 18* et 19*, dans la direction 4>*^ 53' 
» r = ^4<>, deiu jaunM orang^ ^aux, » 18* et 19*, » o&> %' 



19« ARC-EN-CIEL DE L'EAU. 



Rouge extrftiiw. . 

Raie B 

Raie D 

Jaune 

Maximum 

Vert (milieu)... . 

Vert 

Rleulitre 

Raie H 



A=tO(i80 — IL) 

— ly/rt' — i.57*,t988 

zO 



o I 

• 9 • 



1649. i3 
1654.37 

• • ft • 

1655.54 
1660.11 



1674 't\0 



Aaf le de poiltlon 
thforlqne 
A — leic. 



o / 

■ • • • 

'J9.13 

34.37 

• . • . 

35.54 
40.11 



54 ■ 40 



L'obserTaUoD a donne 



/ = 16*. 



o / 

38.31 



35. 19 

• • • • 

• ■ • • 

44. 7 
50.37 



t = kr. 



o , 



37 



38 



43 17 



On voit, a r = i6<>y deux verts jaunMres egaux, due aux arcs 19* et 18*, dans la direction 4^^ 73' 
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§ VIII. — Etudes auxquelles s appliquerait la methode des 
arcs-en-ciel. — ArC'en-ciel blanc. — Indices de certains U- 
guides. 

Quoique nous ayons consacre beaucoup de temps a ce travail, nous 
sommes loin cependant d*avoir epuise le programme que nous nous 
etions trace d'avance. La cause en est surtout dansTabsence d'un local 
special oil nos appareils aient pu etre installes d'une mani^re continue 
et dans Tobligation oil nous nous trouvions par consequent de les dis- 
poser dans la salle des cours, ce qui nous forgait de les demonter et de les 
remonter sans cesse. Notre plan comprenait une etude de I'arc-en-ciel 
blanc que notre ami Bravais, tout recemment et trop tot ravi a la 
science, attribue k des gouttes creuses, et que nous devious dfes lors 
pouvoir r^aliser, soit avec une veine liquide creuse, soit plut6t avec 
une veine coulant autour d'un noyau cylindrique en metal poli. II 
comprenait encore I'etude des arcs de divers liquides, et notamment 
de ceux que fournissent par fusion la stearine, le phosphore, le soufre 
et peut-etre I'iode. On sait que ce dernier corps fond tres-bien sous 
une couche d'acide sulfurique. En supposant que la vapeur epaissedont 
doit s'entourer sa veine ne rendit pas impossible I'observation de ses 
arcs, et que sa coloration dans un mince filet n'epurat pas les rayons 
au point de les rendre homogfenes, il serai t curieux de voir s'il ofTrira 
a rstat liquide la curieuse interversion d'indices que M. Le Roux a ren- 
contree dans sa vapeur. Nous avions enBn songe encore k voir les dif- 
f(§rences de position produites, k la meme temperature, pour un memo 
arc-cn-ciel d'ordre elev6, par les divers melanges d'alcool et d'eau.Mais, 
on le voit, il s'agit Ik d'une campagne experimentale de trfes-longue 
haleine, portant sur des corps dont quelques-uns, comme le phosphore, 
sent d'un maniement dangereux, et qui tons reclament les commo- 
dit^s et les previsions d'une installation speciale. 

Avec de tels corps, pour lesquels on connait k peine I'indice en bloc, 
la marche suivie pour Teau, laquelle repose sur la possession des indices 
d'un certain nombre de rayons bien definis, n'est plus possible. Apres 
avoir observe les divers arcs et leur avoir donne, d'apres leur vivacite 

14. 
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decroissante et leur devcloppement angulaire croissant, leur numero 
d'ordre, une premiere difficulte, provenant de ce que les premiers arcs 
viennent k manquer des que Tindice surpasse un certain chifTre, qui 
est 2 pour le premier, 3 pour le second, serait de connaitre le nu- 
mero r^el du premier des arcs vus et classes, afin de savoir k la- 
quelle des formules de Babinet il conviendra de s'adresser pour obte- 
nir rindice. Mais il serait prematur6 de traiter ici les diverses questions 
que doit susciter une telle etude exp^rimentale avant le jour oil elle 
aura ele menee a bon terme. 



Ce Memoire a ^t^ pr^sente a rinstitut le 25 mai i863 et renvoy^ a Texamen 
de MM. Babinet el E. Becquerel, donl le Rapport favorable, lu le 6 juin i864 ( * ) 
et accept^ par cet illustre Corps, proposait I'insertion du Memoire dans le 
Recueil des Savants Strangers. Au commencement de 1867, j'apprenais que 
le d^pdt du Memoire au Secretarial n'avail pas 6i6 op^r6, et qu'il me fallait 
proc^der a sa restauralion. C'est ce que |e viens de faire, en m'aidant d'une 
copie, peu differenie de la redaction perdue, que j'avais conserv^e. 

C'est ce mdme travail donl les principaux r^sultats ont ^t^ communiques 
verbalement, le 1 1 avril ]863^, a la reunion des Societ^s savantes. 



Explication des figures de la Planche I. 

Fig. I. — Cetle Ggure repr^nte les deux secteurs et Talidade, les secteurs occupant, 
par rapport au trait solaire, les positions dans lesquelles a eu lieu le rel^vement des arcs 9 
etil. 

Fig. 2. — Cette figure montre, en plan et en coupe, un des secteurs avec Talidade, 
adapts tousdeux k un axe cylindrique creux autour duquel ils tournent ind^pendamment Tun 
de Tautre. Ce cylindre est fix6 sur une plaque ^paisse de zinc et assez ^Iev6 pour reoevoir 
tour k tour les deux secteurs et I'alidade; sa base sup^rieure est perc^ d'une petite ouver- 
ture centrale dans laquelle est regue et s'engage la veine, non pas directement, mais par 
rinterm^iaire d'un flacon coup^ dont le col a re(^u un tube de verre qui entre exactement 
dans I'ouverture. Un caoutchouc am^ne le liquide dans un vase plac6 en dessous de la 
plaque de zinc. Avec un liquide qui se figerait comme le phosphore, on fermerait le tube 
de verre et on donnerait au vase rdcepteur une grande largeur. 

La coupe, qui donne les deux secteurs superpose sous Talidade, montre au-dessus du 
vase r^cepteur le large tube d'oix s*^ule le liquide. A sa parlie inf^rieure lui sont succes- 

(*) Comptes rendus ties stances de VAcaddmie des Sciences, t. LVIII, p. 1046. 



^ 



SUR LA 



DEVIATION DANS LA CHUTE DES GRAVES, 



Par M. a. HAILLECOURT, 

AGRl^G^ BT liNSPECTEDR DB l'UNI VERSITE. 



En etudiant la question, d&]^ ancienne, de la chute des graves, j'ai 
^t6 conduit k faire abstraction de raplatissement du sph^ro'ide, de son 
mouvement de translation et de la resistance de Pair. 

Mais, en compensation, j'ai pu etablir quelques theorfeme^ d'un 
enonce parfaitement clair, en laissant des valeurs quelconques k des 
Elements que Ton suppose ordinairement assez petits pour qu'on puisse 
en n^gliger les puissances sup^rieures. 

Ma methode est, je crois, complfetement neuve; ses resultats contre- 
disenl, en quelques points, I'opinion generalement admise. 

Hypotheses et definitions. 

1. 1^ line sphere homogfene, ou composee de couches homogenes, 
tourne uniformement, de Touest k Test, autour d'un de ses diametres; 
sa forme se maintient intacte, malgre la force centrifuge que.deve- 
loppe la rotation. 

n? Un point materiel, qui faisait corps avec la sphere, s'en detache 
et se meat en vertu de sa vitesse acquise et de Tattraction que la sphere 
exerce sor lui conformement k la loi de Newton. 

On cherche les principales circonstances de son mouvement relatif, 
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en s'occupant surtout de la deviation parallele k T^quateur (k Test ou a 
Touest), et de la deviation dans le sens du meridien (au nord ou au sud). 
Tel est le probleme que nous nous proposons, en nous astreignant 
a ne baser nos conclusions que sur des resolutions, ou comparaisons, 
d'equations rigoureusement d^montrees. 

2. 3^ Definition. — En un point A, pris hors de la sphere,. on ap- 
pelle verticale la direction initiale, estimee par rapport k la sphere 
mobile, de la chute d'un point materiel tombant librement k partir du 
moment oil il s'en est detach^. 

D^apres un raisonnementbien connu, en appelant yf/ a />/om6 un Bl 
sans masse, inextensible, mais parfaitement flexible, portant k son ex- 
tremite un point materiel, nous pouvons poser : 

Principe I. — La verticale d^un point est donnde par unfil a plomb 
infiniment petit suspendu a ce point. 

4^ A etant {fig. i) la position initiale ou le point de depart du mo- 
bile M, M' sa position au bout du temps elementaire Q dans son mouve- 
ment absolu. Ay (=^ r) et y le rayon et le centre du parallile que decri- 

Fig. I. 




rait le mobile s'il restait attache k la sphere, o la vitesse angulaire et C 
le centre do celle-ci; menons M'/x perpendiculaire au rayon CA, et M'M" 
perpendiculaire a la tangente AT du parallfele; joignons yM"" qui ren- 
contre le parallele en m; menons jx/x' = mW dans le plan PCA, per- 
pendiculairement k I'axe de rotation PP', «t joignons A/x'. 
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Un raisonnement connu permet de poser 

A|u=r:-G0% A|ut'=-ge«, mM" = -rw»OS 

^ ^ jt 

en designant par G Vattraclion rielle et par g V attraction apparente. 
Comnie co'rest la force centrifuge en A, nous avons : 

Principe II. — V attraction apparente, au moment du depart, est la 
resultante de V attraction rielle et de la force centrifuge; elle est comprise 
dans le meridien. 

3. Le deplacement du mobile, dans son nnouvement relatif, est la 
resultante des deux chemins mW^ M"M\ r^sultanle qu'on peut rem- 
placer par Aft', puisqu'ils sont respectivement ^gaux et paralleles a /xfx' 
et AfJL. 

A/x' est done la direction initiate du mouvement relatif du mobile, 
ou (2, 3®) la verticale de A. Done : 

Principe III. — La verticale est comprise dans le meridien. 

Remarque. — Au fond, ce troisieme principe n'est autre chose que 
la seconde partie du deuxieme ; mais nous avons cru devoir conserver 
le mot attraction apparente, qui n*est pas inconnu dans le langage 
math^matique. 

CoroUaire. — Pour construire g en grandeur et direction, apres 
avoir pris AI = G sur AC, on mene IJ = w^r perpendiculaire k CP, et 
on joint AJ {fig. :>, p. 1 16). 

4. Remarque. — Nous convenons, pour la premiere partie du tra- 
vail, de consid^rer exclusivement le cas oil le point C| est du meme 
cote de 7 que le centre C (20). 

5. 5® Definition. — AC| etant la verticale de A, imaginons le cone 
qu'elle engendrerait en tournant autour de PP'. Nous appellerons nord 
la portion de Tespace int6rieure a ce cone, P ^tant le pdle borial. 

Remarque, — Les regions est et ouest seront toujours celles qu*a, a 
sa droite et a sa gauche, un observateur entraine par le mouvement de 
la sphere, et regardant vers le pdle boreal ou le nord. 

Annal€9 sciemifiques de Vtcole Normale superieure. Tome V. 1 5 
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For mules de transformation. 

6. CoDservant les notatioDS precedentes G» g, oj, appelons a le 
rayon GA du point de depart, 9 son angle avec I'equateur, i et f « les 
angles de la verticale avec !e rayon et Fequateur. 

Comme r= Ay = 00059, la force centrifuge a pour expression 
aoi)^ COS9. 

Pour abreger, posons 

Le triangle AIH, dans lequel (3, CoroUaire) 

AI = G, IJ = aw' C0S9 =r KG C0S9, 
donne 

(c) sin6 = Ksin9iCOS9, 9, = 9-1-4, 

comme relations fondamentales. 



w^ 



Remarque. — Si Ton pose /= — > /x etant une constante telle que 
G = ii, il vient 

a} 
[b') VL=fa\ 

7. Les equations (c) donnent 

i\ cos3 __ sin 4 _ sin9, cos 91 __ 8in(y -4- <p, ) 

^ ' I — Kcos'9 "~ Ksincpcoscp "" sin9 "" (1 — K) cos9"~ (2 — K)sin9 COS9' 

(d*\ cos4 __ smi _ siny _ pQS9 _ sin(9-4-<p,) 
' I — K sin*9, "" K sin 9, cos 9, ~ ( i — K )sin <pi "~ C0S9, ~(2 — K)sln9,cos9,' 

, ,„, ^ KsinQCOSQ Ksin9iC0S9i 

(d") langd = :^ — -^= J ' , ^ 

^ ' ^ I — Kcos'9 I— Ksm'9, 

d'oii 

{dT) lang9 = (i — K)lang9, = (i— /a»)lang9,. 

CoroUaire. — Gomme 91 doit etre aigu, suivant la convention faite (4), 
[d'^) prouve qu'il faut que 

K=/a'<i, 
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ce qui revicDt a dire q\x*il /out que la force centrifuge resle moindre que 
V attraction rSelte, lors mime que Von transporterait le point de depart sur 
I'dquateur, sans changer sa distance au centre. 

Equation de la trajectoire du mobile^ dans son mouvement 

ahsolu. 

8. Cetle courbe est (3) comprise dans le plan CAT. En prenant C 
pour origine et CA pour axe des X, d'un systfeme* orthogonal de coor- 
donnees, elle a pour equation (*) 



(/) fx»/» -+-(— b)c^x^±^c^x sl^* — (— b)c^ — c\ 

dans laquelle 

c = ac, sin ( a, c,) =1 a*a) cos 9, 
puisque 

i;, = r(k) = a(k)C0S9, ^^ ^"® sin(rt, c,) = sini''^: i, 

d'oii 
Substituant dans (/), et divisant par a\ 

, 1 G*/*-h (2G — aa>'cos*<p)aw'cos*<pj:' 

I ±a(G --aw»cos*9)a*w*cos*9X = a*w*cos*9. 

Le signe — convient seul, puisque {t') doit fitre verifie pour a: = a et 

Divisant par Q*, remplagant -^ par K, 

(f) y-h (2 — Kcos*<p)Kcos'<p^* — 2a(i — ^cos'9)Kcos'<px = «*K*cos*9. 

C'est une ellipse, puisque (7, CoroUaire) K <i i - Son grand axe est 
dirig^suiyant CA, puisque C est un foyer; cela resulte d'ailleurs de ce 
que (2 — Kcos*<p) Kcos*(p < i, d'aprfes un principe -bien connu de la 
th^orie des maximum. 



(*) DUHAMELy t. II, p. So. ^ 
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9. Mais il est plus convenable de prendre A pour origine, et AC pour 
demi-axe positif. 

Celte transformation donne finalement 



(T) 



/*= 2aKcos*9x — (i — Kcos'<p)Kcos*<pjr\ 



a etant le demi-grand axe OA {fig. 3), et p le rayon de courbure AH au 
sommet A, 



a 



OL = 



2— Kcos'9 



— ) p = aKcos*9. 



Section, parle plan de la trajectoire, du cone que deer it 
la verticale en tournant autour de PP'. 

10. AQC4 est {fig. :>) la section de ce cone par le plan meridien per- 
pendiculaire au plan de la trajectoire. 



Fig. a. 




Fig. 3. 




Done, pour les inemes axes coordonnes, Tequation est {*) 



{^) 



Y* = 2 — i '— X T^ S- x^. 



2 



a-)" 



Le triangle AQA" donne (7, rf') 



sinyi cos 9 sin 9i __ 

sin(<p-4- <p,) ~ sin(<p -i- <pi) 2 — K 



AA^ = AQ .^, ; , = ^a-rr-^ ^=2a 



(*) Lbf^burb db Fourct, p. 325. 
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determine les regions nord et sud» telles qu'on les conQoit ordioaire- 
ment. Ce plan etant tangent au cone, nous voyons que : a fortiori le mobile 
se maintient au nord [cest-Ordire du mime cdtd que le pdle borSal) du 
plan vertical esl'Ouest. 

Deviation par allele a Vequateur. 

12. Lemme I. — Si un point est situ6 sur le grand axe d'une ellipge, 
sa distance au sommet le plus ^loigne est le maximum absolu de ses 
distances aux divers points de la courbe. 

Sa distance au sommet le plus rapproche est maximum relatif quhnd 
il est compris entre les centres H et H' de courbure correspondants 
aux sommets A et A'. 

Lemme II. — Un point elant situe sur le petit axe d'une ellipse, sa 
distance au sommet le plus eloign^ est un maximum absolu^ g'il n^est pas 
compris entre les centres de courbure correspondants aux sommets; mats 
s'il est compris entre ees centres, cette distance est un minimum relattf. 

18. Ppojetons [fig. 'if p. ii6) sur I'equateur la trajectoire (T), de 
maniere a avoir la trajectoire (TJ de la projection Mi du mobile; et 
pour cela remplaQons j^cosf par x^/\\ vient 

(T.) j^ = 2aKcos9J:, — K(2 — Kcos'9)^J (*), 

ou 

(T.) :r?- 2a,Kx. — K(ii— 'Kcos'tpj^rl, 



en posant 
d'ou(9) 



:CAi = CA cos^ =^ a^ooB^ zzz a, ; 



a, =z rr —- , p, =ra,iv. 

2— 'Kcos*<p ^ 



13 bis. Soit rhomothetique de cette courbe par rapport au centre C, 



(*) On n'a pas, pour la projection, marqu<^ les centres de courbure H, et H', qui ne sent 
pas les projections deU et de U', et qui ne sent pas n^cessairement situte (44, 3°) le pre- 
mier sur 0, A, , le deuxi^me sur 0, A',. 
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en prenant pour rapport d*homoth6tie. Son equation est 

(T,) /J=2aK^, — K(2— Kcos^<f)x\. 

Elle a pour sommet de droite, qui sert en mSme temps d'origine, le 
point Aif tel que GA2 = a. 

Soit encore I'homoth^tique pour le rapport ; son equation est 

(T,) rl = aKoTj - K( 2 — Kcos»9 ) j:?- 

Le point At, tel que CAt == 1 » en est le sommet de droite et I'origine 
des coordonndes. 

14. Puisque (7, Remarque) K < i, on voitque p^ et oc^ sont moindres 
que tfi. Quant k leur rapport, il peut 6tre inferieur, ^gal ou sup^rieur 
^ I'unit^ : 

I® Soit K(2 — Kcos*9) <i; A, A'jestlegrandaxeetpi<a,, ce qui 
donne /^i <e<i < a,, ou cette succession de points (yf^. 4) 

Fig. 4. 

: i 1 ■ 

C O, H, A, 

0| etant le centre de la courbe et H, le centre de courbure pour le 
sommgt Ai; GA« est done (12, Lemme I) maximum absolu. 

2® Soit K(a — Kcos^f) = I. La courbe est une circonf^rence dont 
le centre est sur CA« ; done CA« est encore maximum absolu. 

3*^ Soit enfin K(2 — Kcos^y) > 1 ; c'est alors le petit axe qui est 
dirige suivant CA,, et pi >««, ce qui donne a< <p, <ai, ou cette nou- 
velle succession des quatre points [fig. 5) 

Fig. 5. 



C H, O, A» 

CAf est encore (Lemm^ //) maximum absolu. 

15. Au moment du depart, la vitesse angulaire du mobile M sepro- 
jette en vraie grandeur, putsque la tangente AT est parallele k Tequa- 
teur ; la vitesse de M4 est done aussi &>. La loi des aires s^appliquant au 
mouvement de M| sur (T|) comme k celui de M sur (T), k une plus 
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^randc distance a C correspond une vitesse angulaire moindre; cj est 
done le minimum absolu des vitesses; M« tourne done plus rapidement 
que le meridien, et nous avons : 

TuEOREME II. — DcLns su chute libre^ le mobile passe des le depart, el 
se maintient conslamment, a Vest du meridien dont il s'est delache. 

16. Supposons a constant, mais 9 variable; K=ya' est aussi 
constant. 

Dans Fequation (Ta), si 9 augmente, y^ diminue pour le m^me x^. 
Soit 9''> 9'; (T,) est envelopp^e par (T3), qui n*a avec elle que le som- 
met A2 en commun. Elle est done, comme on le verrait facilement, par- 
courue avec une plus grande vitesse angulaire. 

CoroUaire. -— De deux mobiles partis simuUanement de deux points 
equidistants du centre y c'est ceUti dont le point de depart est le plus voisin 
du pdle qui divie le plus rapidem>ent a Vest. 

\% bis. Soit, au contraire, 9 constant, mais a variable. Yk.'=^fa? 
augmente avec a. Si done a''> a\ aux environs du sommet A, (13 bis) 
commun aux deux courbes, (Tj) est exterieure h (T',). D'oii, par suite 
de la comparaison des vitesses angulaires : 

CoroUaire. — De deux mobiles partis simultaniment de deux points 
d'un m£me rayon^ celui dont le point de depart est le plus eloign^ du 
centre est celui qui, au commencement du mouvement, devie le moins 
rapidement a Vest. 

Remarque. — II pourra ou non, suivant les cas, rejoindre Tautre. 



Du fil a plomb. 

17. Soit AM un fil a plomb suspendu en A. Son prolongement IVI/7 
est la verticale de M. 
/9 6tant le rayon vecteur CM, il vient (7, d") 

tangMCE ou langw =tangM/>E(i — /p*). 
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Le changeioent de signe que subit, quand on passe de A en p, la 
fonction 

langM — tangM/?E(i —/p*) 

prouve d'ailleurs que cette meme droite a au moins un point commun 
avec cette courbe. Ce lieu a done une partie continue, comprise dans le 
triangle Q,kv, et qui n'est coupee de nouveau qu'en un seul point par 
toute droite issue de A. Done : 

CoroUaire. — L* angle dafil dplomh avec la verticale augmente avec 
sa longueur. 

Soit i' Tangle du fil a plomb avec le rayon CA; on a c^ < rf. 
Posons 

(&) sin3'=K'sin9, COS9, 9 -hi' = 9',, 

sans d'ailleurs attacher a K' aucune idde dynamique. 
Comme nous avons (6) 

(c) sind = Ksin9iCOS9, 94-^ = 91, 

il vient 



d'oii 



K K^ _ K~K' 

sindsin9', "~ sind'sin9i sin9 sin(d — 6')' 

K'<K<i- 



19. Le fil a plomb, en toumant, engendre un cone de sommet C| , 
dont les elements sont les memes que ceux du cdne deja consid^re, 
pourvu qu'on remplace K par K'. 

La section, par le plan de la trajectoire, a done ( 10) pour equation 

(P) Y'* = 2aK'cos«9d? — K'cos«9(2 — K')x\ 

Reprenons (9) 
(T) /»= 2aKcos'9x— Kcos*9(2 — Kcos'9)a:^ 

Au sommet commun A, les rayons de courbure p' et p sont 

p' = aK'cos*9 ct p = aKcos*9; 
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done p'<p, et, cuix environs de ce sommet (*), (T) est exterieure 

k (P). 

Si done nous appelions (5) nordet sud, par rapport au fil a plomb, 
les portions de Tespace respectivement interieure et exterieure au eone 
qu'il decrit, nous aurions : 

Thi^or^me III. — Dans sa chute libre, le mobile commence par passer 
ausudde toutfilaplomb suspendu au point de ddpart. 



20. Contrairement k la supposition faite (4 et 7) jusqu'iei, admet- 
tons maintenant, pour la seconde partie de notre travail, que 

K =/«»>., 

puisque (7) tangf = (i — K) tangf «, ^4 est obtus, et C« passe du meme 
cdt^ de (!! que 7. Le edne decrit par la verticale s*ouvrant maintenant 
vers le pole austral P^ les mots nord et sud ne peuvent pluss'appliquer 
convenablement. 

Si nous supposions Kcos^(p>i, comme (9) p = aKeos'qp serait 
plus grand que a, le point C serait entre le sommet A et le centre cor- 
respondant H de courbure, et le mobile ne pourrait rencontrer aucune 
des spheres de centre C et de rayon inferieur k CA, quelle que fut la 
courbe (T), ellipse, parabole, hyperbole, puisqu'alors CA serait un mi- 
nimum absolu, comme on le verrait facilement par des considerations 
analogues k celles qui ont conduit aux lemmes I et II (12). 

Nous admettrons done que Kcos'f <i. Et alors, H etant cbmpris 
entre C et A, parmi les spheres de rayon moindre que CA, il y en aura 
une infinite que le mobile pourra rencontrer, puisque la trajectoire est 
une ellipse et que nous rentrons dans Tun des cas d'application du 
lemme I (12). Or, c'est le seul cas qu'il soit reellement bon d'^tudier. 



a 



(*) On ne peul rien dire, en g^n^ral, sur le rapport des deux demi-grands axes =7 > 

rr 7-) puisque, suivant les cas, R' = Kco8^«p; de sorte que, suivant les cas, (T) cou- 

pera (P) ou lui sera compl^tement exterieure. 

16. 
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21. Un examen attentif(^) prouve que les relations trouvees (6, 7, 10) 
subsistent encore pour le cas de K> i» ainsi que Tequation (10) de 
la section faite, par le plan de la trajectoire, dans le cdne que decrit la 
verticale, savoir : 

(V) ^ Y«=2aKcos^9J: — Kcos»9(2 — K)j:». 

CoroUaire. — Dans sa chute libre^ le mobile se mainlient conslamment 
a I'intirieur du cdne que ddcrit la verticale. 

22. La projection sur Tequateur de la trajectoire (T) a toujours pour 
equation 

(T.) /J^r^a.Kx. — K(2~Kcos'<p)^;, 

p, = fliK. 

Puisque K et 2 — Kcos'9 sont I'un et Tautre plus grands que i, 
c'est le petit axe qui est dirig^ suivant A« C. 
Mais ici |9« >a|. Done (13 et 14) on a 

p.>«i>a.; 
d*ou [fig. 7) la succession nouvelle des quatre points 

Fig. 7. 

I 1 

H, C O, A. 

Done [Lemme II, 2^ partie) CA, est minimum relatif et ot) maximum 
relatif. 

CoroUaire. — Le mobile, dans sa chute libre, reste, au commencement 
DU MOUVEMENT, d I' oucst du meridicn. 

23. o' etant la vitesse angulaire moyenne de M« dans le parcours de 
sa trajectoire, ou meme de sa demi- trajectoire de A| en A'^, on a 

2 — Kcos'9 



/a)^y _ 2~K( 



(*) On est pri6 de construire la figure pour ce cas, et de refaire, sur cette nouvelle figure, 
les calculs d^velopp6s au n'' 10. 
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I 



Comme K n'est assujetti qu'a la condition de rester compris enlre 
et — ^» — pent, suivant les cas, etre inferieur, egal ou superieur a 
Tunite. 

CoroUaire. — Suivant les cas^ le mobile restera constamment a Vouest, 
ou bien rejoindra le mdridien pour passer a Vest. 

24. Resume. — La loi de deviation a Vest n*est done pas une hi de 
mecanique rationnelle pour les mobiles tombant sur la sphere dont ils 
se sont detaches. 

Tel est, au contraire, le caractere absolu de la loi de deviation a Vin- 
tirieur du cdne que dScrit la verticale, 

25. Quoique I'aplatissement et le defaut d'homogeneite rendent notre 
theorie inapplicable k la terre, il semble cependant que c*est vers le 
nord, et non vers le sud, par rapport k la verticale » que c'est vers le 
sud par rapport k un fil k plomb, qu'a lieu la deviation dans le sens 
du meridien. 



Comparaison a une autre theorie. 

26. Pour ^tudier la deviation dans la chute des graves, on pent, a 
Texamen du mouvement absolu, substituer celui du mouvement relatif. 

En prenant pour axes des Z, des X et des Y positifs, la verticale du 
point de depart comptee de haut en has, la meridienne dirigee du 
nord au sud, et h perpendiculaire dirigee de Test k Touest, 

On trouve {*) pour equations differentielles du niouvement relatif 

d^x . ^ dr 

J rf'r . ^ dx . dz 

<- E) I -^=-2wsin)i^+2wcos>^, 

d*z . rfr 



(*) Dblaunat, Cours de Mecanique rationnelle y r* (Edition, p. 254 
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Deux integrations successives, en tenant comptedes valeurs initiates, 

donnent 

. ^ ^ (w/)'— sinVwO 
X = ^sin A cos/ : — -' » 



(E') {x=^gcos'k 



2W' 

2 0)^ — sin 2 0)/ 



4w^ 
= -fir/Msin'> -1 77- cos'X)- 

On en deduit : 

1^ Une deviation au sud, du quatrieme ordre de grandeur par rapport 
a /, du deuxieme par rapport k o); 

2^ Une deviation a I'est, du troisifeme ordre par rapport k i, du pre- 
mier par rapport k w. " 

L'ordre par rapport a 'a s'obtient, dans les deux cas, en supprimant 
haut et bas un facteur commun oa^. 

Remarque. — Les Equations (E) s'obtiennent en regardant comme 
invariables Tattraction et la force centrifuge, d'oii r6sulte Tinvariabi- 
lite, en grandeur et direction, de la pesanteur ou attraction appa- 
rente g. Or, M. Quet (*) montre que ces hypotheses reviennent k 
negliger certains termes en c«>^. Ces equations n'etablissent done pas 
suffisamnient la deviation au sud; il nous semble mdme que, vu la sup- 
pression du facteur ot)^, cette insuffisance s'etend k la deviation k Test. 

Remarque. — L*angIeX n'est autre chose que notre angle 9. 



27, Observation gdnerale. — Comme nous avons eu plusieurs fois k 
supposer Tangle 9 different de zero, il pent etre bon d'examiner k part 
ce qui a lieu pour un mobile parti d'un point de Tequateur : 

i^ Sa trajectoire etant comprise dans Tequateur^ il ne devie ni au 
nord ni au sud ; 

2° Cette trajectoire a pour equation 

X' = 7.aKx — (2 — K)Kx\ 



(*) Journal de Mathematiques pures et appliqu^es, ann^ i853, p. 2a5. 
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Nous devons (21 ) rejeter le cas de K > i . 

Soil K = I . La courbe n'est autre chose qu'une circonference que le 
mobile parcourt avec une vitesse uniforme ; il ne d^vie done ni a Test 
ni a Touest. II est vrai aussi qu'il reste a une distance invariable de C, 
qu'il ne tombe pas, et que nous devons par consequent exclure encore 
ce cas. 

Soit enfin K< i. La courbe est une ellipse dont AA' est le grand 
axe. On a encore (14, i®)p<a<a, et (^g^. 8) la succession des 
quatre points 

Fig. 8. 

I- ■ 

C O H A 

CA est done encore maximum absolu, c«> minimum absolu. 

Le mobile passe des le depart, et se maintient constamment^ a Vest. 

Remarquons d'ailleurs que cette deviation se trouve parfaitement 
d^montr^e, pour ce cas, par le raisonnement bien simple que M. De- 
launay emploie dans son excellente Cosmo graphie. 

28. Remarque gdnercUe. — La deviation dont nous parlous est tou- 
jours une deviation angulaire et non pas Undaire. 

Celle k Test ou k Touest s'estime autour de la ligne des poles, et non, 
comme dans la pratique, autour d'une verticale donuee par un til a 
plomb. 

La conception des cones expliquesuffisammentcequ'on doit entendre 
par deviation au nord ou au sud ; nous croyons n'avoir rien a ajouter. 

Quant au rayon de la sphere attirante, nous le laissons indetermine, 
parce qu'il ne s'agit pas de fixer la position du point de chute. II sera 
meme convenable, dans la lecture de la plus grande partie de notre 
travail, de concevoir la sphere concentree en C. On evitera ainsi Tincon- 
v^nient qui consisterait k laisser son attention s*egarer sur des idees 
accessoires, au lieu de la fixer exclusivement sur les points essentiels. 



RECHERCHES 



SUR LA 



DISSOCIATION DE CERTAINS CHLORURES AMMONIACAUX, 



Par M. F. ISAMBERT, 

DOCTEUR KS SCIENCES PHYSIQUES. 



Les pheDomenes de dissociation ont ete decouverts par M. H. Sainte- 
Claire Deville, qui a resume ses experiences dans une serie de LegdRs 
faites a la Societe chimique {*). U a etabli alors la decomposition par- 
tielle de certains composes gazeux ou volatils, decomposition qui va 
en croissant a mesure que la temperature s*eleve : c'est k ce plienomene 
que M. H. Sainte-Claire Deville a donne le nom de dissociation. 

Dans deux Notes inserees dans les Comptes rendus des seances de 
I' AcadinUe des Sciences^ M. Debray a montre que la dissociation se pro- 
duit egalement avec les corps solides formes par I'union directe de 
deux autres corps dontTun est fixe et I'autre volatil. C'est ce qui resulte 
nettement de ses experiences, soit sur la decomposition du carbonate 
de chaux, soit sur la force elastique de la vapeur d'eau emise par les 
sels hydrates (**). ' 

J'ai etudie de la meme maniere la decomposition des corps qu'on ob- 
tient en faisant absorber le gaz ammoniac par certains chlorures et 
iodures. J'ai laisse de cote pour le moment ceux de ces composes qui 



(*) Le^ns sur la dissociation professees devant la Society chimique, ann6e 1864. 
(**) Comptes rendus des seances de V Academic des Sciences, t. LXlV, p. 6o3 (1867), 
t. LXVI, p. 194 (1868). 

Annates scientifiques de I'Ecole Nor male supirieure. Tome V. 1 7 
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abandonnent leur ammoniaqueseulementa une temperature superieure 
a 3oo degres, et aussi ceux qui forment des combinaisons volatiles, 
comme le bichlorure d'etaiD, etc. Je me suis propose principalement de 
rechercher comment les teusions varient avec la temperature, ou, en un 
mot, de suivre le phenomene de la dissociation graduellement dans un 
intervalle de temperature assez considerable. Les experiences ante- 
rieures, vu la difficulte d'oblenir on de mesurer des temperatures con- 
stantes, ne permettant gufere de faire une serie continue de determi- 
nations, la marclie generale du phenomene restait forcement assez 
incertaine. Grace a Temploi de composes qui se dissocient d'une ma- 
niere sensible, meme a une basse temperature, il m*a ete possible de 
construire un certain nombre de courbes qui montrent comment la ten- 
sion varie a mesure que la temperature augmente. 

La Constance de la tension lorsque la temperature reste invariable 
etant ainsi etablie comme loi generale, j'ai pu me servir de ce fait pour 
demontrer Texistence de composes nouveaux, alors que les procedes 
actuellement en usage ne fonrnissent aucun moyen sur de les former 
ou meme de rendre leur existence probable. L'etude de la dissociation 
des corps est done tres-fructueuse, puisque, non-seulement elle nous 
donne des renseignements precieux sur la mani^re d'agir des corps 
dans une circonstance determinee, mais encore elle permet, dans un 
grand nombre de cas, de preparer des composes nouveaux, en nous 
faisant voir les conditions n^dessaires k leur existence. 

C'est au reste ce qn'a deja indique M. Debray dans une Note prece- 
demment cit^e, inseree aux Comptes rendus des stances de I'AcatUmie des 
Sciences^ et relative aux tensions de la vapeur d'eau emise par les sels 
hydrates : 

c La difference entre la decomposition des sels hydrates etcelle du 
carbonate de chaux tient done a ce qu'il n'existe pas de combinaisons in- 
termediaires entre la chaux et le carbonate de chaux, comme il en existe 
entre le sel anhydre et le compose le plus hydrate. On voit aussi qu'une 
etude approfondie de la tension de vapeur des sels hydrates permettrait 

de reconnaitre les divers hydrates qu'un meme sel est susceptible de 
fournir (*). » 



(•) Comptes rendus y stance du 27 Janvier 1868. 
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Methodes et appareiLs. 

La mechode d'experimentation que j'ai constamment suivie dans le 
cours de ces Rechcrches comprend trois Parties distinctes : 

i^ Production du gaz ammoniac; 

ql^ Absorption de ce gaz et determination de son poids; 

3^ Degagement du gaz et mesure de sa force elastique a di verses 
temperatures. 

Pour oblenir le gaz ammoniac pur, sans etre oblige k chaque expe- 
rience de perdre un temps considerable a purger completement d'air 
tout HappareiK j'ai profite d'un moyen tr^s-commode, qui avaitdeja ete 
employe par MM. H. Sainte-Claire Deville et Troost dans le cours de 
recberches encore inedites. L'appareil, tout a fait semblable a celui qui 
sert a la preparation de I'hydrogene, se compose de deux flacons munis 
chacuD d'une tubulure k la partie inferieure : un tube de caoutchouc, 
solidement fix^, relie ces deux tubulures entre elles. L'un des flacons 
contient une dissolution ammoniacale enti^rement saturee a la tempera- 
ture ordinaire ; la partie inferieure de Tautre vase est remplie de frag- 
ments de porcelaine ou de verre grossierement concassos : ces debris for- 
ment une couche dont le niveau depasse un peu la partie superieure de la 
tubulure. Le reste du flacon renferme de la chaux potassee, fondue au 
au rouge et coulee sur une dalle. L'ouverture de ce deuxifeme vase est 
fermee par un bouchon de caoutchouc dans lequel penetre un tube, 
Hiuni d'un bon robinet permettant de faire ecouler le gaz quand on 
veut, ou bien d'empecher sa sortie et par suite sa production. Le pre- 
mier flacon est ^galement muni d'un bouchon en caoutchouc que tra- 
verse un tube de verre, par lequel I'exces de gaz ammoniac pent se dega- 
ger k travers le mercure contenu dans un troisieme vase. \j^fig. i 
[¥L It) donne une idee tr^s-exacte de la forme de I'appareil: A est le 
flacon qui contient la chaux potassee, B celui qui renferme la dissolution 
d'ammoniaque; enfin C, a la partie inferieure, offre une couche de 
mercure, et au-dessus se trouve une assez grande hauteur d'eau. 

Dans ces conditions, la production du gaz ammoniac se comprend de 
suite. Si Ton ouvre le robinet D^ la dissolution ammoniacale penetre en 
vertu de la pesanteur dans le vase A et ariHve au contact de la chaux 

*7- 
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potassee qui lui enleve une partie de son eau. Comme cette dissolution 
csf enlierement saturee, une portion du gaz dissous se degage, et le gaz 
produit sort par Touverture F du tube, et va se rendre dans Tappareil 
oil se fait Tabsorption. Mais si Ton ferme le robinet D, ou bien si le gaz 
cesse d etre absorbe, il ne tarde pas k exercer sur le liquide une pres- 
sion qui le force a remonler dans le vase B. Le liquide ne venant plus 
alors baigner la chaux potassee, le d^gagement s'arrete et ne recom- 
mence plus tant qu'on n'a pas diminu^ la pression du gaz ammoniac 
en A. Si, par suite de Tel^vation de la temperature, la dissolution satu- 
ree contenue dans le vase B emet de Tammoniaque, le gaz se rend en G, 
oil il se dissout dansTeau apr^s avoir traverse la coucbe de mercure. 

Pour mettre Tappareil en etat de fonctionner,le moyen leplus simple 
consiste, apres avoir mis la chaux potassee en A, k verser en B une assez 
grande hauteur d*ammoniaque presque satur^e, puis a faire arriver 
par FD un courant de gaz ammoniac jusqu'k ce qu*il ne se dissolve plus 
dans Teau de B. L'air contenu en A ne tarde pas k etre compl^tement 
expulse, et de la sorte on est sur d*avoir constamment du gaz parfai- 
tement pur. Ce gaz sera sec si une portion suffisante de A est pleine de 
chaux potassee non humide; mais, pour plus de surete, il est toujours 
bon de placer sur le trajet du gaz un tube assez volumineux H renfer- 
mant des batons de potasse caustique fondue au rouge. 

On auTa done, sans chauffer, un degagement continu de gaz ammo- 
niac pur et sec, degagement qui ne s*effectuera qu'au fur et k mesure 
des besoins. 

Les corps sur lesquels j*ai opere ont tons ete prepares avec le plus 
grand soin; je me suis surtout efTorce de les obtenir exempts d'eau, afin 
de ne pas troubler la marche g^nerale du ph^nomene par une circon- 
stance qui auraitpu la modifier singulierement. 

Lorsque je me suis seulement propose de faire absorber le gaz am- 
moniac par un corps, j'ai employe un procede tres-simple. Je place le 
corps dans un tube etire a ses deux extremites, pouvant se fermer a 
Taidede deux bouts de tube de caoutchouc munis d*obturateursdeverre. 
II est pese avec ses deux bouchons, d*abord vide, puis avec la matiere 
soumise a Texperience. La difference des poids donne celui du corps 
introduit. Le tube est ensuite dispose sur le passage d*un courant de 
gaz ammoniac parfaitement sec; de nouvelles peseesrepeteesaquelques 
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lieures d*inletvaUe permettcnt alors de connaitre le poids de Tammo- 
niaque absorbee. 

Lorsque je cherche a determiner non-seulement la quantite de gaz 
combin^e, maisen outre la tension de decomposition du compose pro- 
duit, je me sers d*un tube IL ferme a Tune de ses extremitesH, qui 
contient la mati^re sur laquelle on veut operer : Textremite ouverte 
est munie d'un robinet de verre MN relie a IL a I'aide d'un bon caout- 
chouc. Les deux tubes et le caoutchouc sont toujours peses ensemble; 
on peut done k chaque instant peser la matiere sans la laisser arriver au 
contact de Tair; de plus, je peux faire le vide dans Tappareil, puis y 
faire entrer du gaz ammoniac. Pour cela, j'emploie une machine pneu- 
matique de Geissler^construite tres-habilement par M. Alvergniat et un 
peu modifiee d'apres les indications de M. H. Sainte-Claire Deville. Cette 
machine permet, grace a la perfection des robinets, de faire un vide 
presque par fait dans un petit espace» a condition toutefoisqu*clle aura 
et6 dessech^e avec soin. II est facile de se faire une idee de cette ma- 
chine par \^fig 2. Elle se compose d'un tube de verre AB de 85 centi- 
metres de longueur environ; de A part un long tube de caoutchouc ter- 
mini par un reservoir R rempli de mercure. La partie AB est surmontee 
d*une partie renflee BG munie d'un robinet de verre a trois voies D, dont 
la perfection constitue le principal m^rite de Tappareil. En D viennent 
aboutir deux tubes : Tun, muni d'un robinet ordinaire L, est termine 
par une petite cuve a mercure, il constitue I'orifice de sortie des gaz; 
TautrCt sur le trajet duquel se trouve un robinet k trois voies F, peut 
dtre mis en communication par F6 ou FH, soit avec le tube IL, soit avec 
la source d*ammoniaque. Le vide est transmis de G en N par un tube de 
caoutchouc trbs-epais, capable de resister a la pression exterieure, et 
pouvant supporter a Tinterieur une pression de 3 atmospheres sans se 
d^former. On peut done, k Taide de cet appareil, faire le vide dans le 
tube IL, puis introduire du gaz ammoniac par KH; il suflira pour cela 
que le robinet F soit phce dans la position 2 ou 3, tandis que, pour 
faire le vide en IL, il occupe la position 1. 

D'un autre c6te, si les robinets sont ouverts convenablement, la pres- 
sion de I'ammoniaque s'exerce sur le mercure contenu dans le tube AB; 
Tappareil fonctionne alors comme un manometre a air libre, capable 
de mesurer des pressions comprises entre o et a*^, 5. 
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Je suppose qu*il s'agisse d'abord de determiner le poids d*ammo- 
niaque qu*ui) corps est capable d*absorber a une temperature donnee; 
je pese le tube IL vide avec le robinet MN, puis, apres y avoir introduit 
une certaine quantite de mati^re, je pese de nouveau : Taugmentation- 
de poids donne le poids du chlorure introduit; je fais le vide complete- 
ment dans TappareiU puis je laisse arriver Tammoniaque par le robi- 
net F. Au bout de quelques heures de contact, je fais une nouvelle 
pesee : l*augmentation de poids represente la quantite de gnz qui a ete 
absorbee. Je recommence ainsi plusieurs fois jusqu*k ce que le poids de 
Tappareil reste constant; j*ai done de la sorte le poids du corps etcelui 
de Tammoniaque absorbee. Une nouvelle determination a un instant 
donne indique la quantite de gaz qui reste aprbs un certain nombre 
d*expulsions. On pent done de la sorte connaitre quand on veut la 
quantite de gaz qui reste dans le compose sur lequel on opere. 

Les supports PP, disposes les uns au-ilessus des autres, permettent 
d'elever plus ou moins le reservoir de mercure, de mani^re k maintenir 
le volume du gaz presque constant, alors meme que la pression vient a 
changer. La seule mesure k prendre en dehors de Tappareil est celle de 
la pression atmospherique, et la hauteur barometrique, augmentee ou 
diminuee de la difference de niveau dans le reservoir mobile et dans le 
tube ABC, donne la pression du gaz. Le long du tube ABC se trouve appli- 
quee une regie divisee en centimetres et millimetres; une lunette mobile, 
munie d'un reticule, permet de viser successivement les deux niveaux 
du mercure et de mesurer les differences de hauteur sur Techelle ST. 

Si Ton veut recueillir ou expulser une certaine quantite de gaz, il 
suffit de placer le robinet D dans la position c, puis de soulever jus- 
qu'en R le reservoir, d*ouvrir E: le gaz traverse alors le mercure pour 
se rendre soit dans I'atmosphere, soit dans une cloche remplie de mer- 
cure et disposee au-dessus de Torifice 0. La manoeuvre est la mdme 
que pour faire le vide dans I'appareil; on abaisse ensuite le reservoir 
aprbs avoir ferme E, et on ramfene le robinet D k sa premiere position; 
une nouvelle quantite de gaz arrive en BC. II est alors possible, en ope- 
rant comme precedemment, de cbasser une seconde fois le gaz contenu 
dans cette partie de Tappareil. Si a chaque instant le tube IL ne fournit 
pas une nouvelle quantite de gaz, le vide ne tarde pas a se faire 
d'une maniere complMe dans Tappareil. S*il y a quelque part un en- 
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Dans le plus grand nombre dc cas, les determinations ont ete faites 
par une melhode qui n*offre pas le meme degre d'exactitude, mais qui 
cependant ne comporte que des erreurs tres-faibles. Pour la faire bien 
comprendre, je suppose que j'aie k faire une mesure dans le voisinage 
de 4o degr^s; j'el^ve la temperature lentement» de telle sorle que la 
matiere du tube s'echauffe a pen pres comme le liquide. Lorsque le 
tbermometre marque 4 ' ou 4^ degr^s, je diminue le jet de flamme, de 
manicre a permettre a la temperature de diminuer un peu. En meme 
temps, j'agite constamment le liquide et j*observe la marche du mer- 
cure dans le tube BG. Son niveau continue k descendre pendant quelquc 
temps, mais avec une lenteur de plus en plus grande; il reste alors 
quelque temps stationnaire, puis bientot le gaz ammoniac etant en 
partie reabsorbe par le corps soumis a I'experience, le mercure prend 
une marche ascendante. II y a done un maximum de pression facile 
a observer dans le plus grand nombre des cas. Je mesure cette pression 
maximum, et je prends pour temperature celle du tbermometre au mo- 
ment oil s'est produit ce maximum. En effet, la marche de la tempera- 
ture du liquide etant d'abord ascendante, on comprend que le tube 
plonge au milieu de ce liquide s*echauffe moins vite que lui; lorsque 
ensuite la temperature du liquide s'abaisse, le tube continue encore a 
s'echauffer pendant quelque temps, puis les deux corps sont a la meme 
temperature ; enfin le liquide se refroidit le premier, le corps soumis 
a Texperience lui cede alors de la chalear, et immediatement une partie 
du gaz degage est de nouveau absorbee : le maximum de pression se 
produit done a Tinstant oil les deux temperatures, celle du liquide et 
celle du tube, sont les memes. Dans les experiences bien faites du reste, 
il suflit que la temperature du liquide se soit abaissee de i a a degres 
au plus au-dessous de sa temperature maximum pour atteindre le 
maximum de pression; Tammoniaque est alors reabsorbee tres-rapi- 
dement, en sorte qu'il est tr^s-facile de saisir le moment auquel la 
pression atteint cette valeur maximum. On voit egalement qu*il y a 
toujours un grand avantage a operer avec une grande masse de liquide, 
de maniere a n'avoir que des variations thermometriques tres-lentes. 

Afm de reconnaitre I'influence des quantites d*ammoniaque conte- 
nues dans le compose, j'ai presque toujours chasse, apres chaque lec- 
ture, tout le gaz contenu dans le lube AB, c'esl-a-dire un volume qui, 
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dans les cas oil la pression etait forte, peut etre evalue a 3oo centi- 
metres cubes environ. Comme, dans le plus grand nombre des cas, te 
poids total de Tammoniaque ne surpassait pas 2 grammes, ou meme 
etait inferieur k ce nombre, je chassais done a chaque fois une propor- 
tion notable du gaz absorbs. Par suite, quand les resultats indiquent 
que la pression est constante a la meme temperature, cela ne tient 
nullement a ce que les quantites d'ammoniaque sont demeurees sen- 
siblemqnt les m^mes, c'est que telle est bien la loi du phenomene. 

II est encore un dernier point qu*il est bon d'examiner : quelle est 
la limite d'exactitude qu'il est permis d*esperer dans des mesures de ce 
genre? La determination des pressions se fait trbs-facilement a un mil- 
limetre pres, mais, meme en employant des thermometres construits 
avec beaucoup de soin, on ne peut guere evaluer une temperature va- 
riable avec une approximation superieure au demi-degre, surtout lors- 
que le corps sur lequel on opere est solide, pulverulent, mauvais con- 
ducteur de la chaleur, et que le thermometre est seulement dans la 
masse liquide au milieu de laquelle le corps est plonge. D*un autre c6t6, 
surtout lorsque les pressions deviennent fortes, une difference de 
I degre dans la temperature produit dans la pression un changement 
de plusieurs centimetres; on peut done, en pareil cas, regarder comme 
^gales deux tensions qui sont les memes a un ou deux centimetres pr^s. 
C'est au reste seulement dans des cas exceptionnels que j'ai obtenu des 
divergences aussi giandes; le plus souvent, c'est a peine si Ton observe 
des divergences de quelques millimetres. De plus, I'etude que j*ai faite 
d6s tendons du gaz qu*abandonne le charbon ammoniacal, ou la 
solution de Tammoniaque dans I'eau, montre que mSme, avec ce degre 
d'exactitude, il ne saurait y avoir le moindre doute sur la marche du 
phenomene. 

Chlorure d' argent. 

L^etude du chlorure d'argent ammoniacal offre un grand interet de- 
puis que ce corps a ete employe par Faraday pour la liquefaction du 
gaz ammoniac; les conditions n^cessaires pour la reussite de cette ex- 
perience classique, et meme les phenomenes accessoires qui accom- 
pagnent la liquefaction ne sont decrits, en general, que d*une maniere 

Aruudes scientifiques de l'£cole Normale superieure. Tome V. lo 
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trfes-vague, et souvent les divers auteurs sont loin d'etre d'aecord. Tai 
du, par suite, etudier Taction de rammoniaque sur ce corps avec un 
soin tout particulier; je suis ainsi arrive a me rendre parraitement 
compte des circonstances dans lesquelles il est bon de se placer pour 
r^peter facileihent inexperience de Faraday, ei en meme tetnps j'ai pu 
expliquer les divergences que presentent a ce sujet les differents au- 
teurs. 

J*ai fait passer du gaz ammoniac sur du chlorure d'argent ^ la tempe- 
rature ambiante, qui etait de :i5 degres, pendant douze heures cons^cu- 
tives; et j'ai repete Texp^rience le lendemain, afin de m*assurer que ie 
chlorure etait bien satur^ d*ammoniaque, k la temperature k laquelle 
j'operais. J*ai trouve de la sorte que 6*',99o de chlorure d'argent avaient 
absorbs i^,285 d'ammoniaque; ce qui correspond trfes-sensiblement a 
la foiraule 

aAgCU 3AzH'. 

J'ai alors entoure de glace le tube a chlorure u'argent; apr^s quatre 

heures de contact du gaz et du chlorure, dans ces conditions, la matifere 

a ete pesee de nouveau; Tammoniaque absorb^e pesait alors 2<^,56o, 

c'est a-dire environ le double du pQids primitif, ce qui correspond assez 

exactement k la formule 

AgCI, 3AzH>. 

De nouvelles mesures, mdme a une temperature plus basse, ont donne 
les memes resultats. 

Ainsi, selon toute apparence, Tammoniaque forme, avec le chlorure 
d'argent, deux combinaisons : I'une prend naissance k o degr6, 1'autre 
aux environs de ^5 degr^s. L'^tude du degagement de Tammoniaque 
contenue dans ces deux composes va nous donner de nouveaux rensei- 
gnements sur les circonstances n^cessaires k leur production. 

En commengant par le chlorure d'argent sature de gaz ammoniac 
a o degre et en operant commejel'ai indique au debut, j'ai obtenu dans 
diverses experiences la serie des tensions suivantes : 
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Tensions du gaz ammoniac d^gag^ du composi AgCl, 3AzH\ 
I. II. III. 

o o o 



mm 



0,0 'agS'""* 0,0 273""" 29,0 1369 

17,0 618 10,6 5o5 34*9 1844 

17,5.. .. 655 16,6 598,5 4^9^ ^4^4 

25,0 952 28,8 1 355 3i,o. . . . . 1 537 

24*0 937 32,4 1596 47»<^ 3325 

23,0 902 34 « 2 1713 5 1, 5 4'^^ 

21,3 844 54,0 464^ 

21,0 801 57,0 4880* 

21,0 801 

Les resultats indiques dans la troisieme serie de nombres ont ete 
obtenus en remplaQant le manometre a air libre par un manometre k 
air comprime; de plus k la fin de Texp^rience le gaz ammoniac etait 
liqu^fie dans Tappareil^Ie chlorureelant chaufTe k 57 degr^s; la pres- 
sion de 4"»88o, c'est-a-dire environ 6**™, 5 est done celle qui convient 
pour liquefier le gaz k la temperature dei3^,8y qui etait celle de Tair 
ambiant au moment de Texperience; il est tr^s-possible qu'une tempe- 
rature de 56 degres eut sufii pour obtenir ce resultat, car la pression 
reste constante aussitdt qu'on est arrive a la liquefaction. 

La marche generate du phenomene est indiqu^e par la s^rie des 
nombres obtenus, ou bien par la forme de la courbe, qui permet de 
saisir d'un coup d*€eil Tensemble des resultats obtenus. 

Mais en mSme temps il se presente une question plus generate qu*il 
importe d'examiner. 

Si un meme corps forme avec Tammoniaqueplusieurs composes, les 
tensions observ^es en operant de la sorte sont d'abord celles du com- 
pose le plus riche; en expulsant continuellement du gaz, il arrive un 
moment oil la quantite d*ammoniaque qui reste en combinaison avec 
le corps n*est plus que celle qui constitue le deuxieme compose, celui 
dont la force elastique k une temperature donnee est la plus faible. La 
temperature restant alors constante, la machine k cbaque fois expulsera 
une partie du gaz qui remplit le tube IL et le conduit MNG, sans qu'il 

se degage rien du chlorure ammoniacal, tant que la pression ne sera 

18. 
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pas ioferieure a la force elastique du gaz ^mis par 1e deuxi^me compose 
a cette temperature : les pressions iront alors en diminuant rapide- 
ment; quant a la loi de leur succession, elle depend du rapport des vo- 
lumes de TLMNG et du reservoir BC. II n'y a done nullement k tenir 
compte des determinations faites pendant cette p^riode : aussitdt que 
la pression du gaz ammoniac dans I'appareil est au-dessous de la ten- 
sion du deuxieme compose, le phenomene de la Constance reparait si 
la temperature est stationnaire; si la temperature augmente, on ob- 
serve de nouveau la marclie croissante des pressions. C'est ce qui se 
pr^sente ici pour les deux composes que forme le chlorure d'argent en 
se combinant avec le gaz ammoniac; c'est encore ce que nous aurons 
souvent I'occasion d*observer pour les autres chlorures, tels que les 
chlorures de calcium, de zinc, etc., qui donnent plusieurs composes 
en s'unissant au gaz ammoniac. 

II est facile maintenant de voir pourquoi le compost AgCl, 3AzH* 
ne se forme pas quand le chlorure d'argent et rammoniaque sont en 
presence a la temperature de 25 degres; en efTet, k ai degres la tension 
du gaz degage de cetle combinaison est dejk sup^rieure k la pression 
atmospherique, et a 25 degres cette tension est de 95o millimetres; il 
serait done necessaire pour que ce corps pAt prendre naissance de sou- 
mettre I'ammoniaque a une pression superieure k 950 millimetres. 
Cest ce qui arrive avec les appareils qui ont servi k liquefier Tammo- 
niaque; meme en ete, le liquide ne tarde pas k disparaitre, parce que 
la pression, a I'interieur de Tappareil, est superieure k la tension de 
Tammoniaque a la temperature ambiante; en somme, les choses se 
passent exactement comme pour la vapeur d*eau, par exemple, qui, 
meme k une temperature superieure k 100 degres, est ramenee k T^tat 
liquide si Ton exerce sur elle une pression suffisante. 

Les resultats de ces experiences sont d*accord avec les nombres don- 
nes par Faraday, lequel nous a appris que le gaz ammoniac se liquefie 
k zero, sous une pression de 3*"", 5, le chlorure d'argent ammonia- 
cal 6tant porte a une temperature de 4o degres environ, et que la force 
elastique de ce liquide est de S*^™, 5 k 10 degres. 

Le second compose 2 AgCl, 3AzH' peuts'obtenirde deux manieres, 
soit comme je Tai dit en faisant passer le gaz ammoniac sur le chlorure 
d'argent a une temperature legeremcnt superieure a 20 degres, soit 
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reabsorbe plus i*ammoniaque que tres-difficilement et (I*une maniere 
incomplete. 

Ainsi, lorsqu'on veul faire facileinent l.i liqu^faclion du gaz ammo- 
niac, on sature une certaine quantite de chlorure d*argent sec entre o 
et lo degres, on le place dans un tube en U, a parois assez epaisses. II 
suffit alors de chauffer un peu au-dessus de 4o degres la branche qui 
contient le chlorure ammoniacal pour que le gaz vienne se Uquefier 
dans la deuxieme branche maintenue a o degre; si Ton plonge cette 
branche dans Teau a i3 degres, il est n^cessaire alors de chauffer le 
lube a 57 degres. 

Le compose 2AgCU 3AzH% maintenu pendant deux heures environ 
a une temperature comprise entre 68 et 70 degres, degage toute son 
ammoniaque sur la cuve a mercure ; il n'y a done pas d'autre compose 
el, par suite, le corps 2AgCl,3AzH' est bien celui qui entre en fusion 
a io3 degres. 

Il est facile de s*expliquer comment a Fair libre le chlorure d*argent 
ammoniacal perd tout le gaz qu'il avait absorbe, puisque ce gaz pent 
se repandre dans une atmosphere indefinie d'un autre gaz, et que a 
20 degres sa tension est dejk de 93 millimetres; ce corps pour perdre 
son ammoniaque se trouve dans les memes conditions que de Teau 
chauffee a 5i degres et placee dans une atmosphere indefinie d'airsec. 

La melhode que nous venons d*appliquer donne lieu k une observa- 
tion qui se comprend aisement: si Ton passe d*unepression k une autre 
en abaissant la temperature, les nombres obtenus sont en general un 
peu trop forts, parce que la masse poreuse ne se refroidit que tres-len- 
tement au centre, et la tension observee est toujours celle qui corres- 
pond aux poinls les plus chauds; inversement, si Ton a 61eve la tempe- 
rature, rien d'analogue n'est a craindre, a moins qu'il ne reste plus que 
tres-peu du compose ammoniacal sur lequel on opere; il sera dans ce 
cas tout a fait necessaire d*attendre tres-longtemps pour que la chaleur 
penetre jusqu'au centre. 

Enfin Texamen des deux courbes qui representent les tensions du 
gaz ammoniac degage nous montreque la premiere croit plus rapide- 
ment que la seconde avec la temperature; c*est la un fait general qui 
se reproduit dans la suite des experiences. Si nous considerons deux 
courbes qui correspondent a des composes dont la tension est de 
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S^rie des tensions ohtenues avec le composi 2 Agl, AzH*. 

o 

20 ,0 29°*"* 

34>o 79 

53,0 178 

45,0 102 

60,5 222 

70,0 327 

76,0 460 

63 yO 236 

Cette serie de tensions, quoique tres-Iimit6e, indique bien par la forme 
de la courbe que les tensions de dissociation de ce corps varient sui* 
vant la meme loi generate que celle des autres composes. 

Cyanure d' argent. 

Au contact du gaz ammoniac, le cyanure d'argent s'echaufTe d'une 
maniere tres-appreciable; Tabsorption est rapide, et Ton observe una 
faible augmentation de volume : 3^%58o ont absorbe o^,43i d*ammo- 
niaque, ce que semble indiquer la formule 



AgCy, AzH 



• 



La quantite de gaz 6tant un pen faible, je me suis contente de demon- 
trer la Constance de la pression lorsque la temperature reste invariable. 
Pour cela j'ai oper^ a 100 degres, et, k chaque mesure, j'ai expnlse 
tout le gaz contenu dans Tappareil. 

Experiences sur le cyanure d'argent^ 



ioo*> 548 

100 548 

100 552 

100 549 

1 00 546 



mm 



Les tensions ont alors commence k decroitre tres-rapidement, et la de- 
termination en poids a montr^ qu'il ne restait plus d'ammoniaque 
dans le cyanure d'argent. 
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(lerniere presente cette particularite, qu'on a fait varier considerable- 
ment la temperature entre deux mesures cons^cutives ; malgre cela, les 
resultats sont entierement d'accord avec les precedents. 

AfiD de reconnaitre ce qui peut arriver a la fin de Texperience, j'ai 
neanmoins execute une nouvelle. serie de mesures accompagnees de 
determinations frequentes en poids, en enlevant une grande quantite 
de gaz a chaque fois pour savoir jusqa'a quel point la tension du gaz 
reste constante. G*est ainsi que j'ai obtenu la serie IV. 

Nouvelles tensions de dissociation du composi CaCl,4^zH^ 

IV. 



mm 



32,3 758'»'" 36, o 896 

34,0 , 844 29,0 659 

43,2 1345 32,5 755 

42,0 1242 36,8 949 

42,9 1329 (4^9^ >^'2 

4l,0 1222 )5i,o l3l2 

42,1 1246 J479O.. 1043 

10,5 236 l49»S II25 

25,8 527 

Les quatre derniferes experiences sont completement en desaccord avec 
les precedentes : elles indiquent, ou bien que Tappareil ne renferme 
plus d'ammoniaque, ou bien que Ton arrive k un nouveau compose, 
dont la tension est inferieure k celle du premier. Or, a ce moment, le 
poids de Tammoniaque contenue dans ce compose est encore sensible- 
ment la moitie de ce qu'il etait primitivement; si nous continuous les 
mesures, en eliminant k chaque determination une certaine quantite 
de gaz, nous trouvons la suite des tensions : 

Tensions de dissociation du compost CaCI, 2AzU'. 



11,0 145*""' 37,0 591 

44iO 853 lo^o 128 

46,0 943 26,4 3i8 

53,0 1218 i 34,0 45i 

43,5 840 I 41.0 363 

4o,6 701 (173,0 36o 

37fO 595 



mm 
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chaux. Du reste, si lechlorure de calcium produit absorbede rammo- 
niaque, il rabandonne au-dessous de 3oo degr^s, temperature bien in- 
ferieure a celle qu'on emploie pour la production de Tammoniaque. 

Un melange de chlorure de calcium et de chaux vive, a equivalents 
egaux, fondus ensemble, donne un corps qu'on appelle Yoxychtorure de 
calcium; ce corps tr^s-compacte n'absorbe pas Tammoniaque, il est 
vrai; mais c'est Ik un fait general : tous les corps compactes qui ne 
peuvent que diflicilement tomber en poussifere ne se combinent que 
tres-Ientement avec le gaz ammoniac. II en est ainsi pour le chlorure 
de calcium fondu : des morceaux un peu volumineux de ce corps ne 
sent pas entierement p^netres par le gaz ammoniac, mSme aprbs douze 
heures de contact. Le protochlorure d'etain sec fondu, qui cependant 
s'unit au gaz ammoniac, resle inalt^r^, except^ k la surface, lorsqu'on 
fait passer sur lui un courant de gaz ammoniac pendant un temps in- 
defini. II n'y a done rien d'^tonnant a ce qu*un corps trfes-compacte, 
comme Toxychlorure de calcium fondu, n'absorbe pas Tammoniaque; 
mais il faudrait au moins montrer que ce compost se forme dans la 
preparation de Tammoniaque, et rechaufPementenormequi se produit 
lorsqu'on traite par I'eau le r^sidu obtenu dans cette reaction, meme 
alors que la quantite de chaux etait simplement double de celle qui 
eut ete strictement n^cessaire, sufHrait pour faire admettre Topinion 
contraire. 

lodure de calcium. 

L'iodufe de calcium fondu absorbe rapidement le gaz ammoniac, en 

produisant un abqndant degagement de chaleur; en meme temps, il 

tombe en poudre comme un corps qui se delite, et son volume devient 

dix a quinze fois plus considerable. 4^,83o d'iodure se sont combines 

avec 1, 594 d'ammoniaque> ce qui indique pour la formule du compose 

resultant < 

Cal, 3AzH'. 

La production de ce corps etant accompagnee d'un vif degagement 
de chaleur, on comprend qu'il sera necessaire d'elever considerable- 
mcnt la temperature pour expulser Tammoniaque; c'est, en effet, ce 
qui resulte de Texamen du tableau suivant dans lequel sont inscrites 
les tensions de dissociation de ce compost k diverses temperatures : 
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Malgre les divergences que presentent ces resultats, on voit, cepen- 
dant, que I'ensemble de la courbe est du meme genre que pour les 
composes precedents; seulement on comprend, par ce fait meme, com- 
bien il est difficile de faire des mesures exactes dans des conditions 
analogues. 

Chlorure de zinc. 

Comme le chlorure de calcium, le chlorure de zinc forme plusieurs 
composes avec Tammoniaque.Si Ton fait passer sur du chlorure de zinc 
anhydre un courant d'ammoniaque> il se produit un abondant degage- 
ment de chaleur. En meme temps, la mati^re se delite; son volume, 
apres Texperience, est devenu presque vingt fois plus grand que le vo- 
lume primitif. On obtient ainsi un compose 

ZnCI,3AzH\ 

Les tensions du gaz ammoniac degage de cette combinaison sont 
donnees par la s^rie des mesures suivantes : 

Tensions de dissociation du composi ZnCi, 3AzH*. 



ma 



45,0 399"*" 78,5.. .. i722"»«» 49>o ••• 462 

52,5 563 17,6 86 55,o 626 

57,0 720 26,0 129 59,0 762 

61,5 846 68,0 1108 i7i6. ... 86 

69,0..... 1 164 16,4 82 36,8 271 

74,0 1453 20,2 .... io3 56, o 673 

17,8....." 84 27,2 142 65,0 978 

53,5 567 37,4 256 54,0 6o3 

71,0 .... 1187 16,8 82 67,0 io63 

44»o 343 3i,6 i83 76,0 1578 

56, o 656 60.8 828 ^>o ii55 

77,5 1672 68,5 ii53 70,5 1218 

64,2 947 67,0... . io4i 66,5 1014 

67,0 104 1 

Apres une serie d'expulsions faites ^ chaque mesure, la tension com- 



mm 
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Tensions de dissociation du compost ZnCI, AzH'. 

aa2® . 96"'" 225* i3i 

237 238 ^53 572 

278 845 297 102 1 

Le nouveau compose fond a 255 degr^s; le pheDom^.De de la sursatura- 
tion vient alors compliquer les r^sultats. II est necessaire, avant d*ob- 
tenir iine pression constante, d'agiter le liquide un grand nombre de 
fois; et meme, comme toujours en pareil cas, il est difficile d'etre cer- 
tain du resultat. 

Ainsi le chlorure de zinc forme, avec Tammoniaque, trois composes, 
qui peuvent se representer par les formules 

ZnCI, 3AzH', ZnCI, aAzHS ZnCI, AzH', 

et les tensions de dissociation de ces divers composes sont constantes a 
la meme temperature, mais croissent avec les temperatures d*une ma- 
niere assez reguliere. 

Protochlorure de mercure. 

Le protochlorure de mercure absorbe assez rapidement le gaz am- 
moniac; en meme temps il devient noir, tres-probablement par suite 
de la presence d'une trace d'humidite, et de la mise en liberte d'un peu 
de mercure tres-divise : i4'%4oo de protochlorure ont absorbe 1^,068 
d'ammoniaque, ce qui correspond a la formule 

Hg'CI, AzH». 

Le calomel ne forme avec Tammoniaque qu'un seul compose ; les 
tensions de dissociation observees pour ce compost solvent du reste 
une marche tres-r6guliere : 
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soin d'operer, autant que possible, a la meme temperature dans les di- 
verses series d'experiences; de plus, entre deux mesures coosecutives^ 
j'ai toujours chass6 tout le gaz contenu dans Tappareil. 

• 

Sirie des tensions du gaz ammoniac d^gagi du c/iarbon. 

o o o 

0,0 igS"" 19,0 123"" 100,0 272"" 

0,0 180 i9>o 116 100,0 2i4 

0,0 i65 19,0 no 100,0 171 

0,0 i55 19,0 104 100,0 i4i 

0,0 14^ 19,0 98 100,0 118 

0,0 187 19,0 94 100,0 104 

0,0 i3i 19,0 91 100,0 89 

0,0 125 199O 88 100,0 71 

19,0 226 ^4>^ ^9^ 100,0 61 

19,0 2o5 54,0 259 >9^90 5o2 

19,0 188 55,0 289 197 >o ^^4 

19,0 174 54,5 212 190,0 177 

19,0 164 ^4)0 186 19690 124 

19,0 i54 54)0 166 2o4,o 107 

19,0 i44 54,0 i56 <99>o 84 

19,0 i38 100,0 358 1949O 67 



I 



9»o i3i 



Apres avoir chasse de la sorte le gaz ammoniac k Taide du vide et 
d'une temperature de 200 degr^ environ, j'ai constate que le charbon 
retenait encore i3o milligrammes de gaz qui ne s'est d^gage qu'a une 
temperature voisine du rouge, en chaufTant le tube k la lampe k 
alcool ; et mSme alors Teau mise en contact avec ce charbon est deve- 
nue alcalihe par suite de la presence d*une certaine quantite d'ammo- 
niaque qui ^tait restee unie au charbon. 

II sufBtde Jeter un coup d'oeil sur le tableau precedent pour voir que 
les tensions varient d'une manibre continue k la meme temperature, 
tout en augmentant du reste avec la temperature. L'^tude de la disso- 
ciation permet done d'etablir une difference entre les phenom^nes de 
combinaison veritable, et ceux qui sont analogues k ce que nous appe- 
lons la dissolution. 
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ressortir ce qu'il y a d'important dans les phenomfenes de dissociation 
que j'ai etudies. 

Comme r^sultat de ces experiences je crois encore devoir signaler un 
grave inconvenient que presentent les machines dans lesquelles on em- 
ploie comme force motrice le gaz ammoniac degage de sa dissolution 
dans Teau : la composition dela dissolution 6tant variable, il en resulte 
que la pression obtenue n'est pas la m^me k la mSme temperature, ce 
qui ne permet pas de regler le feu d*une mani^re uniforme. 



CONCLUSIONS. 

II resulte de ce travail que les lois de la dissociation s'appliquent 
parfaitement aux composes que donne Tammoniaque en 8*unissant a 
certains chlorures; dans tons les cas la tension du gaz degag^ de la 
combinaison a une meme temperature est constante, de plus elle croit 
regulierement avec la temperature. Le meiileur moyen de se rendre 
compte du pbenomene, c'est de Tassimiler, comme Ta fait dhs le d^but 
de ses recherches M. H. Sainte-Claire Deville, k la production des 
vapeurs saturees dans le vide : La decomposition des corps gazeux s'ef- 
fectue comme la production des vapeurs au-dessus d*un liquide. Si Von 
compare r ebullition a la decomposition totale^ la tension des vapeurs au- 
dessous du point d' ebullition sera equivalente a la tension de dissociation^ 
ou dicomposition partieUe (i). 

Dans le cas particulier des composes solides, Tun des elements pou- 
vant prendre Tetat gazeux, la decomposition totale correspond encore 
au phenomene de Tebullition des liquides. Elle se produit comme elle 
cbaque fois que la pression du gaz degag^ est ou pent rester inferieure 
a la force elastique maximum des gaz emis k la temperature que pos* 
sede le compost. II n*y a done en quelque sorte pas de temperature a 
laquelle ces composes existent ou cessent d'exister, comme on pent 
dire pour les liquides qu'il n'y a pas de temperature precise a laquelle 
lis se reduisent en vapeur, la pression modifiant ou renversant com- 



(*) Legons sur la Dissociation professees devant la SociSt^ chimique, ann^ 1864, p. 5i. 
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<rautant plus vitc que cette pression se produit a une temperature 
plus basse, de telle sorte que la force elastique augmente plus rapi- 
dement avee la temperature pour celui des deux corps qui poss^de la 
tension 760 millimetres a une temperature plus basse. Du reste, cette 
difference est assez faible pour que, dans des limites mSme assez 
etendues, la loi de Dalton s*applique sensiblement aux ph^nomenes 
de dissociation dans les mdmes limites que pour la production des 
vapeurs. 

Enfm, de meme que la fixite du point d*ebullition d'un liquide a 
une pression donn^e caracterise en general un compost, de m£me la 
Constance de la tension de dissociation d'un corps indique d'une ma- 
niere certainc Texistence d*uu compose determine. Ce n'est pas une 
condition necessaire pour que leeompos^ qu'on etudie soit un corps net- 
tement defini; car, toutes les fois que le degagement ne pourra pas 
6tre suivi du ph^nomene inverse, on ne doit rien attendre d'analogue; 
mais on est evidemment en droit d'admettre Texistence d'un veritable 
compose chaque fois qu'on observe des tensions constantes k la meme 
temperature, alors mSme que la quantity de gas contenue dans le corps 
soumis a Texperience a change d'une manifere considerable. C'est 
ainsi, par exemple, qu'en partant du compose 

CaCI, 4AzH% 

qui n'avait pas encore ete defini, j*ai retrouve les deux composes connus 

CaCl, 2AzH* et CaCl, AzH% 

dont les tensions de dissociation sent inferieures a celles du premier 
compose. II en est de meme pour les combinaisons que forme le chlo* 
rure de zinc avec le gaz ammoniac. 

On pent egalement, dans un grand nombre de circonstances, etablir, 
grace a I'etude de la dissociation, une difference entre les phenombnes 
de dissolution et ceux de combinaison. Dans ce dernier cas, excepte 
lorsque le compose detruit ne peut plus se reformer dans les conditions 
de Texperience, la tension reste constante k la meme temperature, 
pourvu qu'il reste assez de gaz pour remplir I'espace a la pression 
donnee. Dans les phenomenes de dissolution, la tension decroit conti-* 
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Avant d'entrer eo malitre, rappelons quelques points de M^canique 
celeste sur lesquels nous nous appuierons coDstammeDt daas ta suite. 

1. Le mouvemeDt elliptique ou dod trouble d'uoe planUe est deBni 
par les iquatioDs 

/ d'x, fu 

oil a;,, y,, Zf desigoeDt les coordonn^es rectiligoes et rectangulaires 
de la plaDJate,suivaDttrois directions coDstantes menees par le centre du 
Soleil; r, la distance de ces deux corps, fi la somme m + M de leurs 
masses ,/ I'attraction mutuolle de deux unites de masse situees a 

Jiaulei latntifiquet <U I'Xeele SormaU lapiritart. Tome V. 31 



1 6a SUR LE CALCUL NUMI^RIQUE 

Tunit^ de distance. Le plan des Xe^je est en general reeliptique d'une 
eertaine epoque choisie \ Tavance. 

Les coordonn^es elliptiques tiroes de ces equations sont fournies par 
le systfeme de formules suivant : 



2 y \^^€ 



lang - c = \/ ^ _ ^ lang - u 



B) ; r, = a(i — «cosm) = — ^ - 

^ ' ^ ' x^ e cos V 

^,= r,[cosOcos(i^ + 6i) — sinO$in(i^-i- «)cos<p] 
j^V = r,[sin6 cos(c-!- w)-+- cos6sin(c-f- w)cos9] } (w = cj— 9) 
\ 3, nr r,[sin(c-f- w)sin<p] 

Les variables auxiliaires ii et (^ representent Tanomalie excentrique 
etranomalie vraie; les quantit^s constantes a, e^ i^ v, f , 9 representent 
les elements de Torbite: 

a le demi-grand axe, 

t Texcentricite, 

£ la longitude de Tepoque, 

IS la longitude du perihelie, 

9 I'inclinaison de Torbite sor reeliptique, 

9 la longitude du noeud ascendant; 

n n*est pas une constante arbitraire, elle est li^e \ a par la relation 

#1 = v^ ) ^^ repr^sente le moyen mouf ement angulaire de la pla- 

nete en i jour solaire moyen; aux elements c et sr, on substitue sou- 
vent X et u, definis par les relations 

X=r£ — ©, W = W— 4. 

L*observation pent seule donner la valeur de ces six elements. L'ascen- 
sion droite et la declintison de h jrfaii^te etant des foaelioBs determi- 
ners de t» a» e« c, v, 9, 9, la connaissaiiee de trois Keiix geoeentriques 
distincts et des epoques eorrespondaales doit roomir six equations 
entre les eieflnenls; mais la resolution de ees equations depasse les 
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loi est cxprimee par les Equations 



(D) 



da 
dt 




-f- 

-+- 
-f- 


2 £/R 

na dt 
tang^ 

2 

lang - - 

°2 J 


» 




dR 
dt 

-lang 






a 
rfR\ 




de 
dt 


na^e 

I 


[ — «' 

dVi 


V^i — e» rfR 




dt 


na^e 


e') rfR 
rf^ 

/rfR 


</R 


dt 


na^^^- 

I 


rfR 

(/R 

do 


da 


dxs 


-e« rfR 

9 1 




dt 
d(^ 


I 




dt 

do 


na} ^i - 


I 


t 


dt 


»/»' Ji - 


-. #>' «inffl 





Le systeme (D) s'integre lui-meine par approximations successives. 
On y parvient en developpant la fonction perturbatrice R en serie 
ordonnee, suivant les produits et les puissances croissantes des excen- 

tricites et des inclinaisons e, f , e^» 9% Pour les planfetes anciennes, 

ces quantites sont suffisamment petites, et la serie converge assez rapi- 
dement pour qu*on puisse s'arreter aux premiers termes; mais elles 
atteignent de grandes valeurs dans le cas des cometes et des planetes 
telescopiques : la convergence de la serie n'est plus alors assuree, ou 
elle est si faible, qu'elle oblige a prendre un gr^nd nombre de termes, 
ce qui engendre dans la pratique des difBcult^s presque insurmon- 
tables. Aussi a-t-on cherche des methodes plus expeditives et toujours 
sures pour calculer les perturbations des petites planetes, dont le 
nombre deja si elev^ s'accroit chaque jour. 

3. M. Encke a public successivement , en 1837 dans le Berliner 
astronomisches Jahrhurch^ et en i852 dans les n^ 791, 792, 8i4 des 
Aslronomische Nachrichten, deux methodes qui sont aujourd'hui tres- 
r^pandues en Allemagne et qui ne se distinguent pas essentiellement 
de celles que Laplace a donnees au livre IX, tome lY de sa Mecanique 
celeste, pour les perturbations des comfetes. Dans la premiere methode, 
on calcule pour des ^poques ^quidistantes les valeurs numeriques des 
d^rivees secondes relatives au temps des perturbations de x^y y^y z«, et 



1 66 8UH LE CALCUL NUMERIQUE 

rapports— 1 ^» — ♦ nous aurons» en negligeaot les termes d'ordre supe- 
rieur au premier, 

La subslitution de ces valeurs dans les equations precedentes leur 
(lonne la forme adoptee dans la pratique : 



(E) \W=-f^TA''-'^r.n'^dP' 

d'K r ' (y o «•> \ . ^R 



(/z 



... , rfR rfR rfR 

On remplacera x, j^, z par Xg, y^^ z^ dans -r—? -y"» 77"' ^^^ ^"^ "^^ 

commettra ainsi qu'une erreur de second ordre par rapport k R. Quant 
k ^r, il sera fourni a notre degre d'approximation par la formule 

Nous verrons dans les Sections suivantes comment on calcule les 
valeurs numeriques des seconds membres des equations (E), et com- 
ment une double quadrature donnp les valeurs correspondantes de £, 

3. Deuxieme meihode. — Nous devons chercher des expressions 
commodes pour le calcul nuiiierique des derivees des elements rela- 
tives au temps. Celles qui sont fournies par les equations (D) ne sau- 
raient convenir sous leur forme actuelle; mais» si nous remarquons 

que les derivees de R relatives a a?, j^» 2 sont d*un calcul facile, nous 
... . dK dR dR , rfR rfR dR 

serons conduits a exprimer-^-? ■^'•••» "77" ^^ moyen de ^» -^j ^» 
et a substituer dans (D) les valeurs obtenues. 
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en remplagaDt dans (3) (i^-h co) par -» et 9 par 9 -h - 

COS (iv, d^) = -^ sin 6 sincp, 
(4) { cos(iv, /•) =— cos6sln<p, 

cos((v, z) = cos9. 

Fig. I. 






6. Soil X == a, e, x, ou I'un quelconque des elements qui deter minent : 
les deux premiers, la forme de Torbite; le troisieme, la position que la 
planete y occupe a Tepoque prise pour origine. 

On a, dans ce cas, 

dx di* 

jfj =[cos6cos(v -+-&)) — sin6sin(c-*- 6))cos9] ^ 

-4- r[— cos6sin(v-f- w) — sinecosfc -f- &)) cos 9] ^ 



X dr \r I dv 



r d'k dv dt 

et de meme 

dy _x dr 



\?) rfi' 



r-rr » 



d'k'^ r dl ' dv dl 



dz z dr \r I dv 

r 



{7) 



rf> — r rfX dv dl 



1 



ou 



dx dr , , dv , . 
jj;,= jj;COs(r,*) + r^cos(,.x). 

rfr rfr , , rfi/ , , 
^ = 5:^COS(r,r) + rj^COs(*.r). 

dz dr , . dv , , 
^ = ^cos{r,z) + r^cos{s,z). 
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7. Soil X = co» f), 6 ou Tun des ^lemeDls qui d^termineQt le plan de 
Torbite et la situation de Torbite daus son plan. On a, dans ces trois 
cas, et suceessivement : 



i^ 



-7- = r J = r — ^ = rcos( J, x), 
aw rfw du 

dr 

j^ = rcos(s,x)f 

dz 

j^ = rcos(5, z); 

substituant dans Tequation (i), n^ 5, il vient 



rfR 
d 



R rrfR , , rfR , . rfR , ,1 
w = lrf^ ^^'^'' ^^ + ^cos(*, r) + 57 C0S(5, Z)^ 



ou 



2« 



d'oii 



T— = rPcos(P, s). 
a« 

rfjr 

^ =rsin(v+ w) sinOsin^ = rsinCv-i-wjcosCiv, jr), 

dr 

-r- = — rsin(i' + e>))cos9sin9=r rsin(v -f- w)cos(4v, j), 

rfz 

^ =:rsin(v + (>))coS9i= rsin(y -f-a))cos(cv, z); 



rfR . , ,rrfR , , rfR , , rfR , n 

j-=rsin(vH-&>)| 2^cos(iv, jr)-h_ cos(cv, /•)-+- ^cos(iv, z) j» 

c'est-k-dire 

rfR 

-T- = rsin(i'-i- ck))Pcos(P, w). 

rfla? 

T^ =r[— sin9cos(c^-4-&)) — cos9sin(y — »)cosq] = — rcos(r, >•), 

rf>* 

-j^= rcos(r, x), 

rfs 
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Remarquons que les derivees partielles de R, relatives a a, e, x sont 
independantes de Pcos(P, iv), ou de la projection de la force pertur- 
batrice sur Taxe de Torbite; et que les derivees de R relatives a o), 9, Q, 
sont independantes de Pcos(P, r), ou de la projection dela force per- 
turbatrice sur le rayon vecteur. 

8. Avant de substituer les valeurs de ces derivees dans les equa- 
tions (D), nous transformerons ces dernieres. Nous poserons e = sin/, 
et a cause des relations x = £ — ty, c«) = or — 5, nous remplacerons 

dR dR 

IT ^'' rf^' 

dR rfR rfR fl^ . n ,n » /" «Vp^o /o n 

-7— par n :7- = =esini/Pcos(P, r) -^ I r ^^ JPcos(P, 5), 

dvs ^ d(A} dTL ^p \ ** / 

-Tg" par -Tg- — ^ = — arsin'^ Pcos(P, 5) — rsin9C0s(v -h6))Pcos(P, II'); 
nous formerons en outre -tt = ttt — Tir- 

at at at 

Cela fait, il vient, en substituant les valeurs fournies par les equa- 
tions F pour les derivees de R» en r^uuissant les teraies en P cos (P» /"), 
Pcos(P, j), Pcos(P,'(v), et effectuant les simplifications qui se pre- 
sentent ; 



da 
di 



VI 



de cos*x . n in ^ cosy/ a^pa \^ ,_ , 

37 = H =2SinyPcos(P, r) ^ [ r ^^— cosy ) PcosfP, 5), 

dt f^yjpa ^ ' mi»e\ r A.y I /' 

-7— = 1 ^ cosv = — I Pcos( P, r) 

dt na\a e ^SP ) 

^ • ; I -^^^^ ^smv ^^ |Pcos(P, <), 

no* L *^ r J ' ' 

rf© COSY „ ,„ , (/>"*-'•)•« /n V / .d^ 

-T— = ^cosvPcos(P,r)-h-i-*^ ^sinvPcos(P,<)-h(i — coso)-T-» 

at nae iw'ecosx »' 

i/q r 






III no- Cos X 



7- cos(c -hw)Pcos(P, iV), 



i , =H ; : rsin(v -^- w)Pcos{P, «'). 

\ dt iu«^cosx^in9 



174 
d'ou 

c'est-a-dire 
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I 

diLdiM dm 
dt ~ dt "^ dt ' 



dJL 
dt 



= f -yrdi -h(i — COS©) -n — — ; H 2sin»^ cosi' PcosfP, r) 

J dt ^ ^' dt L/Mi* nae 2 J 



2(£-hr) 



sin»5^ 



na}e ,cos% 



sinvPcos(P, s). 



ou 



</3L 



/dn . . ^dO \ ar 



cos X tang - cose 



na 



Pcos(P, /•) 



, , lang ^ 

(/?4-r) ^ 2 

mi' cosx 



sini'Pcos(P, s). 



10. Nous devons actuellement calculer les composantes P cos(P> r), 
Pcos(P, s), Pcos(Piv), de la force perturbatrice P, suivant les axes 
or^ OS, ow. Soient iP| , ji , z^ et a?\ , y\ , z\ , x'^^.^.j les coordonnees des 
planetes troubiee et troublante rapportees k ces axes, on a 



Zt =0, 






r'cos(r, r'), 
r'cos(5, r'), 
r'cos(iv, r'), 



^'; = r*'cos(r, r'"), 



Gherchons cosrr', cossr', coswpt'; cosrr", 

Pour cela, d^terminons d'abord la position de I'orbite de rn! par 
rapport a Torbite de m. 

Fig. 2. 




Soient : 

nj Torbite de la planele troubiee m, 
Q!} celle de la plaaete troublante m'. 
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Quant aux coordonnees ]S\ X', elles se tirent du triangle spherique rec- 
tangle Jm'n, qui donne 

IC0S(3'C0S>'=C0SJm'=:C0S[/'— (©'•4-N')] = C0S((^-hff'), 
cos(3'sinX' = sin[Z'-(e'-f-N')]cosJ = sin(t/-4- (t')cosJ, 
sin (3' = sin[/'- (6' H- N')] sinJ = sin((/ 4- (/) sinJ,' 

/' designant la longitude vraie, dans son orbite, de la planete ni\ \/ son 
anomalie vraie, et cr' Texpression »' — S'— N'. 
Or 

les seconds membres sont done eonnus par ce qui pr^cfede. 
Nous poseronst pour simplifier T^criture, 

-L - -i. — A" 



et 



Pcos(P, r)=/m'(-p; + :p;A')^-/m''(-^,4-:p:A'')4^...= 

Pcos(P, ^)=/m'(/.A')-+-/m"(r:A")^...=:S.fr% 
P cos(P, w) =fwf{z\ A') -i-/m"(z'; A'') -h. . . = V.*^ 

11. Si nous substituons €es valeurs dans les equations (G) et dans 

„ . J ^ dn dy d8M ddL ., . 

celles qui donnent -j-^ -^j -^7-» "Tf^ " vient : 

zn =- -^ - i/-esin(/R«Ar»-f- — v^paSoArS 
dt ^\ P nr ^ 

de cos*Y . -, ,, cosy/ a>jpa \ o #, 
-7- =H =smvR«/r» ^(r ^^^-- cosy ) SoA^', 



DES PERTURBATIONS DES PETITES PLANETES. 1 77 



dy. I /ar COS* 7 ^ke ^ . \ ,, ,, 

(ii na\ a e asjp I 

1 1- sirif t I S.Ar% 

no} \ e I* I 

dm COSY „. pH-r . ^, . .dQ 

-rr = ^cosfR.Ar'H V sint/SoAr' h- i — roscp) -t7» 

dt nae no' ecosx ^'dt 

cosCf-hwjW.Ar', 



rsin(v-hw)W«As 



rf/ na' cosx 

rfd I 



dt na^ cos^sin^ 

^---^i=sin.R.A'-5i/eSo*% 
dt J Da r\ a 



^^^£2i^sin.R.*> L.f,_15^cos7U.As 

:7— = I -77 dt — — ; ^cosv) R.Ar' — ^--— -sini^S.**, 

it J dt \na^ nae J na^e 



-dr=jTt'^'-^^'-''''^f^li-\^^^ ^ cos.yR./.' 

lang -^ 
na' cosx 

ou, en remplaQant n par ka \ ta par t? — d, et eiTectuant quelques 
simplifications, 

da , . A-R. 2a* A-S. 

dt \tp ^ ^ 

de /IrR. p ( r p\ /lrS« 

dt ^ )Jp e \a r) ^p 

d^ ^ /p( P r. 3A-e . \ ArR. 

dt y a\ e ^p J ^ 

Annales scientifiques de t£cole Normale supirieure. Tome V. 23 
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dxs dcosvAtR. (p-+-r) . ArS. , . dQ 

^^^- ^ -« ^^ -^ 4- .^^m. -^ ^ (I - C0S9) ^, 

-j^ =-|-rcos(i'-f-nj-- e)--=-> 

c/^ _ rsi n((/-4-cy— g) <rW, 
/// "~"^ sln9 "^^ 

^//t 3Ar ArR, 3Ar p kS. 
-77 = =esinv— =r ;= ^ -7? > 

rfx frR. . /p r\ ArS. 

-i = -f. « cosxsin. -^ -^ « coix (C - .) ^, 

-y^ = — (arcosx — pcoix cosi^) -7? — (p -f- r)colxsinv -t= -4- / ^ "'» 

rf^L / .1 \*R. , ,. I . A-S, 

-^ =— Urcosx-hplang-xcosvj — =- -+-(p H- r)lang-x sini'-r:^ 






(^e soDt precisement les formules d'Encke; nous montrerons, dans la 
section III, comment on calcule m^thodiquement les vaUurs qumeri- 
ques des seconds membres, quand oa leur a fait subir one derniere 
transformation que nous allons expliquer. 

Comme, dans la pratique, il est commode, pour la division du 
travail, d*evaluer separement les perturbations dues k ebaque planete, 
il nous suffira d'introduire seulement Tune d'elles dans les formules 
definitives, soit m\ 

Posons pour abreger F^criture, en designant par a un eoeffieieDt 
indetermine dont nous verrons I'usage daps les sections suivantes, 

, , km' I 
^p smi 

' sm9 
(3) = acosx. 

{4) = «. 



(5) = 


I 
- — > 

e 


(6)- 


: Ung i 9, 


f7) = 


Ike 


(8) = 


yja 
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(9) = />langix, (12)- \pcol^x» 

(IO) = !ICOSX, (l3)rirC0lX, 

(ii)=.lang-x» v — V'hW'-Q. 

Reduisons Ro, S,,, Wo au terme en m\ et remarquons que m etanl ne- 
gligeable, /= k^, si on prend la masse M du Soleii pour unite; nous 
aurons alors : 

Ro» S'o, W'o designant respectivement (i) ( — ^4- ic\ A'U (i) (y, A'), 

(i)«A'). 

Par suite, le systeme d'equations differentielles que nous venons 
d'obtenir, reduit aux sept dernieres seules usit^es, prend la forme 

. a^ = ~(4)cosi'R'. -i-(5)(£-4-A rsincS;-h(6)rsinuW'., 

a -^ —rcosu W., 

a^ =(2)rsmuW,, 

' «^^=-(7)sini^R'.-(8)^S'., 
(H)/ ^' 

a-^ =(3)sincR', -+-(3)(cos(/-f-cosii)S^., 



diL 



== [(i2)cosc - (io)r] R; - (i3) ^^ H- i\ rsincS'. -I- a r^ rf/, 

==-[(9)cos(/-h(io)r]R;-h(ii)^^ -hi^rsini'S'. 
-4-(6)rsinuW'.-f-a r^rf/, 



a laquelle nous nous arretons. 

23. 
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Cetle forme offre I'avantage de separer neltemeut ies grandeurs (i j, 
(2),..., (i3) qui ne varient pas sensiblement, pendant un certain temps, 
(Ies autres grandeurs telles que i^, r,..., dont la variation est rapide; 
elle fournit d'ailleurs Ies variations des Elements exprim6es en secondes 



d'angie. 



SECTION 11. 



12. La resolution numerique des equations E et H nous conduit au 
probleme suivant : 

Connaissant Ies valeurs d' une fonction du temps a certaines epoques 
particuUeres et equidistantes , calculer Ies integrates premiere et seconde 
de cette fonction , 

Soienl u = /[t) la fonction; /_,, /©, /,,•••» ^n l^s valeurs attribuees 
a /; M_«, Uo9 Uf,..., u„ Ies valeurs correspondantes de u; t„-= to-h noc^ 
n elant un nombre entier positif ou negatif, et u la raison de la pro- 
gression que forment toujours dans la pratique Ies valeurs de /. Sup- 
posons en outre la serie de Taylor applicable a la fonction u. 

line valeur quelconquc de t etant mise sous la forme /«+z = /«-hza, 
on pent developper u suivant Ies puissances croissantes de :;; designons 
ce developpement par a„+a, on a 

[du\ OL ldUi\ ol' , id^u\ a* 

ou posant, pour abreger Tecriture, 



dt^ ) n 1.2. . .A" 






( I ) Un^z -- Un -f- rt^ z -+- n;, z^-\- af,z^-\ -4- «* 2' -4- . . . , 

il suftira de connaitre a,|, a^,..., a* pour avoir u sous une forme facile 
a intogrer. Nous determinerons ces quantiles au moyen de .... i/_,, 



DES PERTURBATIONS DES PETITES PLANKTES. l8l 

Wo, w,, . . . el de leurs differences, donl voici le tableau : 



A' /I, A'/^, 

w, - A'//, 

A' // , 



Cliaque difference est ecrite entre les deux nomhres dont elle resulte 
et a leur droite; Tindice de u y est egal a la moyenne aritbmeliqur 
des indices dans ces deux nombres. Ainsi les differences de divers ordres 
de u„ sont designees generalement par A'^a^ J^ et se trouvcnt sur la 

ligne oblique qui part de Un^ tandis que Tindice de u est constant sur 
une meme ligne borizontale et Tordre des differences toujours pair 
ou impair sur cette ligne. 
Nous designerons la moyenne aritbmetique de u„, //„+,, par //„'^_l^ 

et celle de A^'wa, A'^W/t^^, par A'^'a^^i. Ces moyennes arithmetiques 

complfetent pour ainsi dire les lignes borizontales, qui ne presenlent 
qu'uD terme dans leur rencontre avec deux lignes verticales conse* 
cu lives. 

Une ligne borizontale complelee de la sorte, par rintercalation des 
moyennes aritbmetiques des differences immediatement adjarentes 
deux a deux de part et d'autre de cette ligne, est de la forme, si son 
premier lerme est u„, 

Un, A"i/„, A'M„, A-'w„,..., ^''P-'n^ Av //„..., 

nous la designerons par le nom de ligne (n). 

Une ligne borizontale complete determine toutes les autres. Nous 
etablirons des maintenant des formules qui nous serviront plus tard, 

pour passer de la ligne (n) a la ligne voisine In — U ouinversenient. 
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Cette dernifere ligne est, en vertu des definitions precedentes, 

Or, on a, par definition, 

Av Un - Av «« ., — Av+' u , , 

— y 
AV tt„ -\- AV !/,_, r- 2 A- V w , , 

d'oii 

A'/* a, = A-''' u , -I- - A*''+' a , ; 

on a aussi> par definition, 

Av-' 1/ ^ , — Av-' 1/ , --- Ava„, 

■■*"¥ "T 

d'oii, retranchant ces relations Tune de Tautre et transportant A*^'* u„ 
dans le premier membre, 

A'^''-' I/, = A*/*-' a , -f- - AVi/„ = A*^-'a ,-h-A*v«/ ,-»-YAv+'tt ,; 

i 2. 2 2 3 £|. 3 

on trouverait de la meme maniere les relations inverses pour passer de 
la ligne fn — - 1 a la ligne (n) ; en les r6unissant aux premieres, nous 
avons le systeme des formules suivantes : 

( 2 ) Av Un — A'V u , -f- - Av-^' u , , 

(3) A- V-' W„ z::: A*^"' W , -4- - A* V « , -f- 7 A^^' 1/ , , 

( 4 ) A- V tt , — Av i/« — - A- v-^' M„ -^ 7 Av+» f/„ , 

"-2 2 4 

(5) AV-' w„_i = A-'''-' «« — 7 Av ««. 

" 3 ** 



"-- 2 



13. Cherchons maintenant la relation qui existe entre les coeffi- 
cients a\, al ,. . .^ all, et la difference d'ordre p de Un^h> ^ etant entier. 
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L'equation (i), n** 12, donne, pour « = A, 2 = A -4- i, 

^ ft n ' 

u,+A+,--Un -+ a\{fi + i)-ha\(h-i-i)'-^a\{h-ht)^-\- .. ., 

d'oii 

qui, pour A augmente de i. est 

3 

dooc 

A»f/.^.*+, i=r:a^[(A-+-2) — 2(A-4-l)-+-A]-+-fl][ [(A-4-2)'— 2(A-f-l)»-hA»]H-.... 

Admettons que la loi qui se manifeste deja $oit vraie pour la difference 
d'ordre /^ — i , on aura 

-h al[(h -\- p ^ ly — ...± h^] -4-..., 

les coeiYicients des parentheses comprises dans un meme crochet etant 
ceux de la puissance (p — i)'*"" du bindne (07 — 1). 

Retranchons cette relation menibre h membre de celle obtenue, en 
y changeant A en A + 1 ; il vient 

dfu ^z= a-[(A-4-/>) — />(A-h/>— i)-f-...ihA] 

-h a^ [( A -h />)* — ... =p A»] Tf- ... , 

ce qui demontre que la loi est vraie quel que soit p. Posons 



on aura 



^*,^_A+i? ='^- fl» •*" ^- *» ^- •■'••*»* "^••• 



Les coefficients q sent ind^pendants de /„, a el de la fonction u, 
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Si nous prenoiis u = t^, nous aurons 
Inf ,,: 1.2.3. ..pa^ quels que soieni /I el /i;ela_ = o, pour h>p. 

Done, flans ce cas, 

1 . 2 . 3 . . . /I a/* -- «^ ^, -f- a^ ^a •+- . . . -4- a^ 7* -^ . . . -h a/* ^p. 

Cettc relation ayant lieu quel que soil /„, dont les puissances decrois- 

santes /^~', ^^~\..., C* entrent comma facteur dansa„\ a^....» a^, 
on a necessairement 

^^=1.2.3.../? el ^4 = o, pour k<^p. 

Nous obtenons ainsi une generalisation de la propri^te bien connue du 
polynome 

que Ton obtienl en faisant A = o dans q,^. II en resulte pour ^^u ^ ;, 

a 

Texpression plus simple que celle qui precede 

I ^pu p = €f\[h^pY — ^{h'\-p—i)p-^,,.±lip\ 

\ H-6r-'[(/n-py-^'~...ii:/l^']4-...; 

pour A = 0, on a 

A^tt p^c/^lpP — pip—iy -h...±:^i/']-f-a;"*"'[p'^'— ...=ti/;i^+'] -f-. . ., 

expression qui est de la forme 

14. La relation (6), pour n et A constants et/? variable, donne les 
difTerences successives de e^;,^A dormant avec ce nombre une meme ligne 
oblique du tableau des differences. Nous pouvons aussi en tirer en fonc- 



( • ) La forme ( /) suppose p>o. 
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lion de <,..., ^9. <•» les clifTerences situees sur la meme ligne horizon- 
tale que Un^f^ et les moyennes arithmetiques de celles qui sont deux a 
deux situees immediatement de part et d'autre de cettc ligne, c'cst- 

Si nous faisons successivement dans Tequation (6) 

h-^^=zh', p = 2p', d'ou h-^p = h'-hp\ h=:h'--p'; 

2 2 

nous aurons, en supprimant les accents apres substitution, 

-+-fl;,^'[(A-+./>)v+t_...]-^..., 

(8)^ =a];^T(A-+-p)»/^'~^£^(A4-/>--i)'/'»-'4-...~(A-/^ 

-ha;'^' [(A -f-/>)'/^»-. . .]-f-. . ., 

(g)j =a'/^'rA + />4-i)'P+'-^i^(A4-/>)''^'+.^ 

On tirera des deux derniferes 6galites A*''^*!!;,^.^, qui est par definition : 

Si Ton fait A= o dans ces formules, on obtient A^'^i/;,, b.^f'^^^u x» 
A*'^* u 1 . On voit alors que : 

i^ Dans A^^'w^, les coefficients de <'', aj'^*, ... onl leurs termes 
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propres egaux deux a deux et de meme signe, et les coefficients de 
a'j'-^\ a]!"*'\..., leurs lermes 6gaux deux a deux et de signe contraire; 
cos dcniicrs coefficients sont done nuls. 

a" Dans A^''"*"* u i, les coefficients de a*f^\ ai'^\.,., sont les memes 

<|ue dans A^'^'a^^i; ceux de a*J^\ a^\..., egaux et de signe con- 
traire; iis disparailront done dans la moyenne arithmetique A-^'^^Ua- 
II resulte de la que si nous reunissons dans A^^'a^, A*''^*!/^ les termes 
contenant en factcur la puissance d'un meme nombre, nous aurons des 
expressions de la forme 

I Av M, ^- a'^ [ /ii* pv -h /i/ (/> - I )v -i- . . . ^- /wp* i v] 

II resulte aussi du n** 13, que le coefficient de a;'' = i, 2, 3,..., 2/1, 
rl que celui de a'^'^' = 1,2, 3,..., (2/1 -h i) dans (m) et (/x). 

15. Si au lieu de poser / = /„ -4- za, nous posons t= t j^-h z«, 

oil /^^j_ = /^ -f- - a, nous aurons pour le developpement de 11, suivant 
los puissances croissantes de z, 

<ui u I est la valeur de u pour / = / i , et oil 






A' 



I onformoment a la notation adoptee. 
Otto serie y^i )' donnant m.^.^ pour s = A , on voit que les formules 



. • ^ lui formo I m \ $upfH>$e /» > o. 
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etablies aux n^' 13 et 14 subsisteut, si Ton y remplace daos les seconds 

membres h par A — et les coefficienls a„ par les coefficients a^^i- 

Ainsi I'equation (7) nous donne, en faisant A =0, aprfes cette substi- 
tution dans Ic second membre, 

'T.i{p-T' -■]*■■■• 

la meme equation appliquee a Un^h^x donne de la meme maniere 

— c,[Hi)"-^(''-^)"— -(-'4)1 

cc qui fournit, pour la moyenne arithmetique de ces deux differences, 
une expression de la forme 

■■r;[';(''+i)""+-]-- •'•)■ 

Tequation (9) donne de meme pour A^'^'^'m^^x une expression de cette 
forme 

«r;[';('-+jr'-^-]+- 

II resulte encore du n® 13 que le coefficient de o^^^^_ = 1 , 2, 3,..., up, 
et celui dea*'^!^ i, 2, 3,..., (2/) 4-1) dans (v) et(6). 

(*) La forme (v) est encore vraie pour /? = o, si Ton remplace dans le premier membre 
A-*w,^i par «/*^i, et dans le second flj'^i par «,+!. 

24. 
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16. Les formules des n^' 13, 14, 15 conduisent aux valeurs des coet- 
ticients des equations (i) et (i)'. Pour determiner a„*, ««,..., flj» nous 
pouvons employer les relations que fournit, soit(/), soit le systeme (m), 
(a). Pour determiner u , , a* , , a^ i ,..., a* , , nous emploierons le 

systeme (v), {i). A chacun de ces trois systemes de relations correspond 
pour u une forme particuli^re remarquable. 

I® (/) donne, pour les valeurs i, 2, 3, ...,/>» attribuees a/i, 



^"",,1= ^«'[CA''+/;(/>-i)'4-...4-/;-'i']-h.... 

Les coefficients a\^ a;;,... sont des fonctions lineaires des differences 
de Un\ on aura done 

(10) f/»4.»=tt«-f- X, A'l/.^i H-. . .-hlp/iPU^P -4- 

X,, X],... ^tant des fonctions enti^resde z, qu'on determinera en iden- 
tifiant les coefficients de a],, al,.,. dans les equations (i) et (lo); 
on obtient ainsi imm^diatement 



z''=\/;+x,(/;a'4-/ii')+...H-\(/;A-''4-...H-/^'i'')4-...+ A^(/;^^ 
2^ Le systeme (m), (jx), donne, exactementde la meme maniere, 

avec 

_ V ..0 



Z'= A,m^, 2 = A, fA 



0) 



(V) { z< = >>;+v.(/«;a«+«}i<), z'=A>;+v,(^;a>-^^;i»), 
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3® (v), (c) et i'equation (i)', donnent encore, exactement de la meme 
manifere, 

' * 31 J J 

avec 



•=>:.:(0'- • =K<i^ 



(»')!,,_•,...• 



->:a)'-r[«;(r-':©1--'<^)"-'["©"-<i)"J 



17. La constitution des systemes (X), (X'), (X") permet de les re- 
soudre aussi facileinent qu'on les a formes, c'est-k-dire sans calcul, et 
tons les trois de la mSme maniere. Considerons le systfeme (X). 

Les termes qui se correspondent verticalement dans les coefficients 
de Xa sont de la forme 

Si done nous retranchons chaque Equation X, multipliee par i, de 
la suivante, nous obtiendrons dans le systeme resultant (X), 

/"(*— m)*(fr — m — I), /J'CA- — /n)*+'(A'— m — i)...., /"(A-— /n)/'-'(*—m-i). 

Si nous retranchons chaque Equation du systeme (X),, multipliee 
par 2, de la suivante, nous aurons dans le systfeme resultant (Xjs 

/"(fr — m)*(Ar— m— i)(/r— III — 2),..., /"(Ar — m )''-'( A* — m — i)(/f — m — 2). 

Gen^ralement, si ayant obtenu le systeme (X)^2» on en multiplie 
chaque equation par {p — i), pour la retrancher de la suivante, on ob- 
liendra, dans le systeme (X)^., , 

/*(Ar--m)*(fr--/n — i)(fr--m--2)...(Ar — /n — p-+-i ),..., 



(*) Foir les notes, pages 184, 186, 187, dont il faut tenir compte pour former les ^ua- 
tions (10), (u), (la) et lessysttoes (>), (V), (>"). 




190 SUR LE CALCUL NUM^RIQUE 

(le sorle que tousles termes des coeflficiente de X, dans le systeme (X), 
pour lesquels on a 

If — /n = 1 , 2 , • . . , p — I , 

c'est-a-dire les (/?— i) derniers termes de ces coefficients, n'existent 
plus dans le systeme (X)^.,. La premiere et unique equation de ce sys- 
teme final sera done 

d'oii 

. _ a{z — i)(z — 2). . .(z — /> -f- 1) 



'/» 



I .2. 3. . »p 



Le memc genre de raisonnement, appliqu^ aux systemes (X') et fX"), 
montre que Ton a 

^P 1 . 2 . 3 ... 2/; 

^ , ^ z(z^-V)...[z^~.{p-iY ] ^ 
'^/^' 1 .2.3. . .(2/; — 1) 

V I . 2 . 3 . . . 2/> 

4.-(i)-]...[.-(^)-] 

»'^' 1. 2. 3. .,(2/1-4-1) 

18. Si nous substituons ces valeurs dans les egalites (10), (1 1), (12), 
nous obtenons pour u les trois formes suivantes : 

/It ^ A. -2(2 — 1). . .(Z — « -f- l) ^„ 



I » I .2. . ./i "'*"7 



I 1.2 1 .2. . .(2/1 — i) 

H ^ ^ -^ -^ ^^PUn-\- . . . , 

I .2. . ,ip 
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^ A. L \2i/ I A , 

I .2.3. . .2p 

1 .2. . .^2yji-f-i) ' 

La premiere est la serie si connue sous le noni de formule aux dift'e- 
rences de Newton; ies deux autres, quoique beaucoup inoins repan- 
dues, ne sont pas moins remarquables; nous Ies emploierons meme a 
i'exclusion de la premiere, et nous verrons bientot pourquoi. 

Soient 5j, Si', 'Sf la somme des produits differents K a K, des p 
nombres des suites respectives : — i, —2, —3,..., —p; — i'', —2^, 

-'■ -"'-(i)- -©■•-(!): -(^y- 

Supposons, en outre, Ies formules (I), (J), (K), ordonnees par 
rapport a ;;. On voit de suite, en identifiant Ies coefficients des memes 
puissances de z dans (I) ou (J) d'une part, et (i) d'autre part, que 

( l3) .1* ^\ — ^^^ A^l/ n, 

et 

" ^ 1 .2.3. . .2/? 

(i5) ««^-^'=y -—.%-*- A-v+w/„. 

' « ^I.2.3...(2/?-f-l) 

On voit de meme, par la comparaison des equations (K) et (i/, que 

"^T ^^ 1.2. ..(2/?-f- l) " + {> 

(*) Les formules (i3) et (i4) supposont / >o. 

(**) La fonnulc (16) est vraie pour X^ - o si Ton remplace flrj*^i par //„^i dans le pre- 
mier membre, el, dans lo d^velopperaenl du second, i .2.3. . .2/> par i; A''*"//,, ,1 par u^^^i 
pour p — o. 
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les signesN se rapportent dans ces formules aux valeurs entieres de 
p^k et pour/7 = k, on fait $9 S, 'S egales a i. 

19. Les coefficicDis a^„, oj^^i etant ainsi determines, nous pouvons 

chercher les integrates premiere et seconde de la fonction u; la m6- 
thode que nous donnons s'applique d'ailleurs» avec une ^gale facilite, 
a une integrate d'ordre quelconque. Soit x une integrate de u. 
On a, en attribuaut aux indices le meme sens que pr^c^demmentt 

(.8) x^. = x.+ ^^j_-. -4-...+ (^-^j^^-^—^ »* + ..., 

el 

, , (dx\ tx (d^x\ «» . 

quel que soit Tordre de Tintegrale x. Developpons les deux cas dont 
nous aurons besoin : 

I® -^zzzu. On a alors 

\dt^' ) i.2...*-(Ar-M) ~" \<//*/ i.2...Ar Ar-i-i ■"A'-f-i • 



d'oii 



(20) 



'•+• 



= X, -4- a ( w, — ha !-...-*-« -i h . . . I 

\ I "2 ■Ar-f- I / 



(Z Z^ k z*^' \ 

u I - -f-a* I h.. .-f- a . I T h.. . I 



(ai) *, 



2® -7— = II. Posons 

at' 



dx rfr 



on a alors 



d^'x _ _ ^^ _ — ^' g^ g' _ g» 

l/l*^* I.2.. .(* -4-l)(*"-+-2»"' <//* I.2...A- (A--r-|)(A-f-2j""(*-*-l)(A--T-2) • 
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(roil 

"'7:^-^"'73-'--^^- (^+.)(/r4-.) ^---.r 

(23) \ 



Puisque a^, a^^j^ sont actuellementcoDnus, l*une et Tautre des deux 

(brmules (20), (21) dans le premier cas; (2a), (23) dans le second, 
donnent la valeur de x pour toutes les valours de / correspondantes aux 
valours attribueos a z\ mais lour emploi n'est pas avantageux dans la 
pratique, car, si Ton y prond un nombre fixe de termes, Torreur conimise 
croit tres-rapidement avec z ; de sorte que, pour obtenir x avec la memo 
exactitude dans tout le cours du calcul, il faudrait prendre un nombre 
de termes croissant avec cette variable z. On evite cot inconvenient 

en ne faisant varier z qu'entre et 4- -» et donnant a n toutes les va- 

leurs entieres, positives ou negatives; de sorte que ^ = /„-f-2a prend 
toutes les valours -possibles. II suffit de connaitre j?/ ou a?/+< , eetanl en- 
tier; nous allons determiner ces quantites de procbe en procbe en donnant 

a z les seules valours 9 + - et en supposant que la valeur initiate 

est X , ou o^o- Nous examinerons les quatre combinaisons possibles 

entre ces valours extremes de x et, par un choix convenabledes formules 
. precedenles, nous ferons disparaitre du resultat les valours des coefii- 
eients o^ de meme parite relativement a k. 

Quadrature de -r- = u, 

20. La formule (20) donne, pour z = > 5; = -+- -, 

^._; el x,^,, 
dont la difference est 

Annates scientifiques de I'tcole Normale superieure. Tome V. 25 
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La formule (21) donne de meme, pour 5 = — -» z = 4- -> 

Xn CI •^ii-f-l 9 

iloDt la difference est 

X.^, - X. = « [ K, ^ . + «:^ . 5^, + . . . 4- <*, , (,y;.^,j^^ + • • • J ; 
(I'oil 



^-,^-^-}=S(*-;--^"-;) 






=^ « 7 «« -+- ;i — : ^!1 -^ • • • -*- ; — i — ; — TTi «» -+-... 1 



11=0 



Xf — X§ ::^ ^ ( •Z^n-f-i "^w / 



/i=:o 



Zd L ""^i 3.2' "^i (2/r-M)2»* "-^2 J 



/i = o 



Calcul de x^l — x^l. 

f^n est unequantite calcul^e et connue; a],^ peut etrc fourni soil par 
la formule (i3), soil par la formule (i4) du n^ 18. La formule (i3) 
introduirail tous les ordres de differences; la formule (i^)^ n'intro- 
duisant que les diflereDces de meme parite, doit etre preferee, dans 
TapplicatioD ; elle donne 

(2A*-+-l)2»*^« ~^2d I. a... 2/; (2/f-h 1)2'* ""* 

oil/? doit prendre toules les valeurs entieres k, ^4-1,... et oil *>o.... 
Le coefficient, dans a?,+i — a?_«, d'une difference determinee A'^w^ 

s'obtiendra done en laissant p fixe sous le signeV et faisant varier k 
de 1 a /> dans Texpression 



s 



Op-k 



I .2. . ,2p (2k H- 1)2** 
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Soil As^ ce coefficient, on aura 

{■4) A,,=: ^ [f^l 4-^4-...-^-— ^^IU-1(*), 

'^ I .2.3. . .2/?[_3.2' 5.2* ('ip -h l)^*fj 

et, par suite, 



,.^1 — .r_, =a\ (A,w„ -t- A,A'//, -h...-f A,^A*''a«H-...); 



maisy en se reporlant a la formation du tableau des differences, on 
volt que 



n = i 






n=o 



Si nous designons par 'w_,, 'm,, '«,,..., 'm. j^ une suite de noni- 

2 a J i 

bres dont le premier est arbitraire, admettant u^^ t/i,.., u/ pour diffe- 
rences premieres, nous aurons 

i 

o 

Done 

(L) x.i — X I = aikf'u.t-h AjA'ii.^i H-...-4- Aj-A'^'a. , -+-. . .\ -♦- C_i 

avec 

C_i =r- — a /Ao'w_i H- A2A'«_J^-^. . .-f- Aa-A''^'a_j^H-. . .\. 

a V V a a / 

On pourra faire disparaitre la constante C.i, en determinant Tarbi- 

traire 'a.i par la condition 

C 1 = o. 

Calcul de Xi — Xq. 

La formule (i6), n° 18, donne w , , a'* ,,...» pour A- = o, 1,2 

""•"a ""^a 

On a generalement 

(2Af-+-l)2** n+j ^ 1.2.3. . .2/? (2Ar -f 1)2^ "-^a 

(*) La formule (24 ) ne s'applique plus pour /? = o. On voit directement que, dans ce cas, 

25. 
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On voit par la que le coefficient de A-*''a^^^, dans xi — Xq, etant 
designe par A',^, on a 



I r niP fcp 



C^P 






et, par suite, 



n--i — I 



Xi — JTo -- a 






A^U 



Mais, par definition, 



A-V £/ , =r 1 AV //« 4- - AV tt„^, , 



2 



done 



/I r-. t — I 



n—i — I 



n—i— I 



^ A"«..i = ^ 5i ^^'""-^i S ^"""*'' 



il=:o 



W=o 



n=o 



or, 



nrri — I 



y A'/* £/« = A'/*- //._ I — Av-' /I , 



11=0 
n = i — I 



y A'/* w„+ . - - A*/" - • w . ^ ._ — A V-' M ^ , , 



done 



11=0 



n — l— I 



y A-=''w ,=-(a»/'-'m. , + A'/'-'m.^.) — -(A'/'-'m , -4- A'/'^' #« , ) 

..r.A-v-' I/. — A •'''-'//«, 



MC=0 



ce qui nous conduit a la formule 

(M) x,—x, = x{X\ V -4- a; A"w,+. .-h A;^ A-'/^-' Wi-f...) -+-€•, 



avec 



c, -~ - a (a; '«; -t- a; A-' w. 4- . . . -h a;^ A-v- «o -h . . . ) : 



on pourra determiner la quantite arbitraire 'a.i par la condition Co = o. 

(* ) La formule (25) s'applique pour /^ - o, conformement aux conventions de la note [**), 
page 191. A;^- I. 



DES PERTURBATIONS DES PETITES PLANKTES. 197 

La formule (L) permellra de calculer x , , si Ton se donne jt , ; el la 
ibrinule (M), de calculer a?,, si Ton se donne or^. 

21. II esl quelquefois utile de pouvoir calculer x. ^, connais- 

sanl Xo; et jr,, connaissant x , . Formons done x , — iCo et a?, — x _^, 

dont nons aurons d*ailleurs besoin pour la deuxieme integration. Nous 
les deduirons de a? , — a? ^^ et a?/ — ^o en retranchant de la premiere 

quantite et en ajoutant a la seconde Xq — x ,, que nous allons cal- 

culer d'abord. 

La tbrmule (20) donne pour n = o et pour s = 

^.-a:_.----«[«.-J^3H-a;3i^.+... + < ^^^^;^^,,,. +...] 

Or les relations (i4) et (i5), pour /i = o, sont 



«.-=St 



On — i 



2. 3. . .2.p 



A'/*!/,, 



• ^ 1.2.3. . .(2 p -h 1 1 



Les coefficients de A^^'m^,, a-»a»+« //^ Jans jt© — ^_ i seront done res- 
pectivement 

et 



I 



oS 



s'L 



/>-A 



1.2. . (2/; -4- l) i^ (2X-h 2)2'*-^' 



Appelons ce dernier A 3^^,, 



(26) A,^. - , .^. (2^ ^ ,) [a. 2' -^ 4%.' -^ . -^ (7p 4-2)2'/'^^J 
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(lone 

— a (A, A-' II. -f- As A'» II. -4- . . . -f- A,;,+, A'''+' ii. -f- . . . )• 
On peut trouver unc forme differenle pour o^o — ^.i» en parlant de 
roqiiation (21), qui, pour /i = — i et z = H- -> donne 

Or les relations (i6j et (17), pour 71= —i, sont 

fCP 



fl". ^y 'f-' A-'Pu „ 

-1 ^ I .a 3. . .2/1 -7 

«"r' =y — ,^'-7-' --^- A''- u , . 

-Y ^i.a.3 ..(2/>-f-l) -J 



Les coeflicieDts de A-*'' a ^, A****' a j^ dans o?^ — a; j^ seront done 
respect ivemen I 

I .a.3. . .2p ^(2A -rija**-*-' a '^ 
et 

1 V-J^z- 

Appelons ce dernier A'^^,, 

^ ' '^+' i.a.3...(a;i — OLa.a' 4. a* (a/> -^2)aV+»J ' 

d'oii 

* I ^a(.yA',«^-A:A'« , - ..-A;,^,A'r.-«_. ^...y 

22. Les deux expressions — - el ]0[, de -To — ■'.j.* "o"* oo* 
ronduil a des relations importantes entre les coenieients A,^. A,^,^,, 
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Kp^ Kp-^i' Ces expressions contiennenl en effet, respectivemenl, les 
divers termes des deux lignes horizontales complfetes ( — j et (o), 
savoir : 

Uo, A' • 1/0 , . . . , A*'' ^/, , A' v^-' M.. 

Or, si Ton fail n = o dans les formules (2) et (3) du n** 12 , on voit 
(|ue si Ton exprime les iermes de la seconde ligne en fonction de ceux 
de la premiere pour les substituer dans [0], ^-^p Ut^ ne sera intro- 

duit dans le resultai que par 



et 



Av //. = A-v n , -4- - ^'P*-' u , » 



A-V-' W. r:^ AV-' M , -t- - A-'/' W j^ -i- 7 A»^-^' U ^ j 



de sorte qu*en identifiant, aprfes substitution, les coefficients de 
^'*^ Ui dans [OJ el —- » on aura 

On verra de meme, en identifiant les coefficients de A'^'''*"* //_, , qui sera 
introduit par A-^*^' Uo, A^'' Mo, A-^'^* u^ dans [OJ, que 

7 ( Aa^ Aa^_i ) = Aj^H-i 4- A • 

4 

Si, inversement, au moyen des relations (4). (5), n" 12, on exprime 
les termes de la premiere ligne en fonction de ceux de la seconde pour 

les substituer dans — - p ^^^ *lc comparer ce resultat a [0], on re- 

trouve les memes relations 

(p) { 

23. Ces relii lions nous seront tr^s-utiles pour obtenir coniinode- 
ment x,- — ^c.i. et a?, j^ — a?,. 
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Calcul de Xi — X ^ . 
Si a la relation 



jr. ^ Xo" a {A\ '//*• -I- A';, A" «/ -4- ... -4- A' A' v-' w, -I . . . ) -h C« , 



oil 



c. = ~ a (a; '//; -f- a; A- Mo -+-... -f- a;^ a-'p-* w. -4- . . . ) , 

nous ajoutODS membre a membre la relation [0], n^ 21, nous aurons 



^i 




A', A-'i/,-h. 


. .-h A;^A-v-' w/-f-.. 


.) H- const.? 


avec 


• 






const. 


- « / a; '«; -*- a; 


A* ' «o 4- A', 


A--' 1/0 -*" . . -+- A'j^ 


A-v-' //. -f- . 




V -+-A, 


-f-A3 


-f- Atp^i 






-t- - ( A, M, ■+- Aj 


A' Wo -t- A4 


A* Mo -4-. . .4- A,^ 


Av M. -4- . 



) 



), 



ou, en vertu de Ticlentite precedemment demontree, 



Aj^ ~+" Aj^— I — Aj^, 

et de ce que A© ~ A'^, = i , 

const. = — a Ao ( 'm* Uo) -+- Aa ( A-'i/o — A'a,j -t-. . . 



mats comme 



A-V-' i/o = - ( Av-' M , -J- Av-' u , j 
- Av /<o = - ( Av- // . — A'A*-' a , ) 



on a 



A-v-' 1/0 A'^ Wo — Av-' w , : 

1 -- 

par suite 

const. = — a / Ao 'w ^ -h A, A' w ^ h- . . . -h A,/, A^"' « 2. "*" 

Calcul de X. , — a?o. 
Side 



..)_C . 



f-H 



, — a; .zzra/'Ao'w. ,-hAjA'w , 



.,;,Av-'w.^j^-f-...^ -^ C_j^, 
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nous retranchons [0] membre a membre, nous aurons 
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4- A,^ A'/*-* a.^j^ -4- . . .\ H- 



const., 



avec 



const. — OL 


r '"-i 


A, + A' « , 




i^+i". 


+ -A'«. 

2 


-h a 


( 


-+• A'- Wo 


mais comme 







A, H- . . . -f- AV-' M , 



A. 



- Av Wo 

2 



V 



Ajn—I -+- . . • jy 



A'^' a ^ -f • - A''' Mo = - (A*''-' w^H- A*'^' a ,\ ~- A-'''^' w 

-J 2 2 \ , - J / 



• t 



on a, en vertu dc Tidentite ci-dessus rappelee, 

. const. = — a(A^'M* -f- A', A*' Wo 4-.. .4- A',^ A*'''-' Wo-f-. . .) ~ Co. 
On a ainsi les formules suivantes : 

(I-» ) ^/+i — J^o = a ( Ao V^i -f- A, A' w.^i -f- ... -4- A,;, A»/^« «-4.i+ •••) + Co, 
(M,) ^,-- X ^=:a(Ao'ai-f- A', A-»W/-f . . 4- A,;, A*v-'w,- H-. . .) -4- C j^. 

Remarque. — Avant de passer a la quadrature seconde, nous de- 
montrerons Tidentite 

X^ "4- v«o - — X , -4- v« I ) 



qui nous servira pour cette quadrature. 
On a vu, n^ 20 et 21, que 



€• = 



— a(A'/w; -4- A'a A-'Wo-4-. . . -f- A' A-v-»w.-f ...), 



OL 



X9=.x , -4- -(Ao*io-+-...-f-A,^A*^Mo-f-...)— a(A,A'»w,-f-...-4-A,^iA**''-'Wo-f-...). 

■"5 ^ 



En vertu de la premiere relation (jo), 

Aj|j — I -4- Aap ^^^ Asp' 
jitmales tcientifiques de TEcole Normale supirieure. Tome Y. 
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done 



-4- A,^ (^'^t^'U. — ^ A>^Wa j -h . . . 

Mais on a 



2 ~y 



on trouve ainsi 



:r, -f- C«= X j^ — a f A.'w . -h. . .-t- Aj-A'/*"*!/ , -4-. . .\ =z x j^ -h C j^. 

Quadrature -j— = m. 

24. Nous suivrons de point en point la methode employee pour 
integrer-i- = u. 

Si dans les formules (aa) et (aS) on fait successivement z = -f- -» 

r- = — -> et qu*on retranche le deuxieme resultat du premier, on a 

"^i »-i "^ L 2.3.2* ■ (2*-f-a)(aAr-h 3)2»^» J 

iWi — •r.nra^- » -f-aMa , — 5— , -^-.. -+- fl**"*^! /— 1 rr^i on*^ "^••- h 

"-^T L-^l2.3.2» -+J(2A--*-«)(2A -f-3)2**^' J 

d*OU 






H =1 

— a 



2].r. -" ** 2 [< ^3:7. + •-«*"' [^z^i^Vnrij^-^ -"•••] 



": •**•-■ ^ ("fa-*-' — -T, 
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Calcul de X. , — - a? » . 



«+--s 



Les coefficients <*"*" peuvent etre donnes soit par la relation (i3), 
soil par la relation (i5), n** 18. La premiere est ecartee comme inlro- 
duisant les differences de tons les ordres: la seconde donne 



(2A--+-2)( 



2/1 -+- 3)2»**» " ' ^ 1.2. 



sS- 



p-k 



3(ap-i-i) (2fr-f-2)(2/rH-3)2'*-^» 



-;^ -i^.A-V+W/„. 



On voit, comme precedemment, que le coefficient de A-^^^'m^, dans 
x.^^ — ^.i« etant designe par Ba^^.,, on a 



B 



''^* ' I .2.3. . .(2/? -t- 
oil 



r sg 

i) [^.3.2^ 



Op — I 
4 5.2* 



(2;>-f 2)(2p 



4- 3)7i'p^'y 



n = i 



x.^ ^ — :r:_^ :— a\ ^'» ~^ a'N ( B, A'' zi„ -4- . . . -h B,p+, A'V*^' «, -h . • . )• 



n=o 



Mais (M,) donne (n^'23) 



rn--r__x -+- oc[k'/u„ 4- A',A-'#i"-i-.. -+- A'^p^-aA-'/^'M, h-. . .)-4-C__j^; 



done 



X . — ^. • -- a ( / -4- 1 ) (/. J. -T- C ^\ 

2 » \ 2 "a/ 



n = i 



a'V [A', 'u, + (A', -h B.)A-'«„ •-)-.. .-f- (A;^^, + B,^,) ^•'F*'u, +...], 



n=o 



ou, comme 



/i=i 






n=o 



{ X. 1 "~- ^ 



«4- ■; 



(P)^ =«(! 4- i)(r_. -<- c_,) + a' [a; "«.•+!+ (A» + 8' )«/+!■+-• ■ ■ 

+ (A',p+.-+-B,,+,)A-VM.^|-+-..."J+C_|, 



avec 

a" 



«'rA',*M\,-4-(A', + B.)M-i 



. + (A',p+ , -t- B,;h-, ) a- V «_ 1 + . . . j , 

a6. 
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en appelant "u\, "w;,..., 'V'^i les moyennes arithmeiiques de deux 

nombres voisins dans la suite "a_,, "Wof/'w/^.,, dont le premier terme 

est arbitraire el dont les differences premiferes sont 'u ,,'u^,..., 'u t • 

""22 2 

quantit^s que nous avons definies precedemment. On pourra deter- 
miner simultanement les arbitraires 'a j^, "u_,, par la condition que 

Ton ait 

C . =r O, C , rzr O. 

Calcul de Xi — x^. 

La fjrmule (17) donne a'*"^/, et on voit immediatement que le eoef- 

ticient de A*'*^'^^^, dans Xi — x^ etant designc par 8^,^^,, on a 
o'est-a-dire 

•'^* l.1i.3...(2p-f-l)La-3.2' 4.5. 2« (2p-h2)(2;i-t-3)2'/^»J' 

done 



I— I 11=1 — I 



-r. - x,.^ *^r.+i + «'^ (^.-^'".+ i ^ • • •-^- 8^' '^'^'«.+ i *• • •)• 



N^O 



Mais V I^< ) donoe 
d'oii 

n — i—i 

^ A:^:~B,,..;.AV-||^^. ...J 

c*osl-u-dirt* 

< .r, — X, --- 3Li()\ - O - a' [ A ^ "w, — i A. — B' i#, — . . 

— Ax,^: — B'. ,. _ " A^ M . — . . . ' — C, , 

1:, A»fA^ '11, *-^\.. -^B M, - -,A:,_:^B.,_ AVil, — ... . 
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Les arbitraires 'a ^ et "w_i peuvent etre determinees de telle sorte 
que Ton ait simultanement 

Co = O, C^ :^ O. 

25. II nous reste, pour achever cette section, a calculer x^— x^, 
et x^_^ t — Xo. Nous suivrons encore la meme marche que dans la pre- 
miere integration, et nous formerons d'abord x^-- x^ , . 

i^ Pour n = o ei z= 1 Tequation ( 22 ) donne 

■ J ' 5* I I 

-^ 2 -^ L j.2.2' « (2Ar-4- i)(s».Ar-i- 2)2=*^' J 

comme 

• ^ I .2. . .2p 

«!*"" ==y — ^"* , A-=^' «., 

• ^ 1.2. . .(2/> 4-1) 

les coefficients de A'^'Mo et A-'^^'Mo seront respectivenient : le premier 
I V %Zl .^ 

i.2...2pZi(2A--+-i)(2A--t-2)2»*-*->' SOUUap: 

B — ' I ^^""' I A ^0 Ir^ 

*'*■" I. 2... 2;; I 3. 4. 2* (2/?-hl)(ap-h2)2=A'^2j ^ /' 

et le second 



oS 






I. 2... (2/1-*- l)Z^(2A-4-2)(2A--4-3)2'^-*-^ 

done 

x^ — X , = - ajo — a' (B#ii« -h . . . -f- B,^ Av w© 4- . . . )• 

[0'] \ '• ' 

-f- — (B, A-' «/o -f- . . . H- B,«+i A-'/'-^' «, -f- . . ). 
2 



(*) Cette formula ne s'appliquc plus pour /^ = o. On voit dirertoment que A'*'//^. B,^, sunt 
alors #/. et - • 
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2° Pour n~ - 1 et z — -I- -» I'equation (23) donne 



.. = i«r.. -^4"-i rir^ ^«:i 3T^^ 

L -f ^.3.2' -^ 4'5.2* 

rt . , — i V-: — i — — « r-rr7- -h . . . 1; 



-i (2/r-4-2)(2A' + 3)2»*+» 



mais 



-1 ^ I .2.3. .2« -^ 



-I ^ I.2...(20-hl) -j' 



(2/>-hl) 

les coefficienls de A-*^m ^, A"'^* w j^ seront done respectivement : le 

"2 "a 

premier ^ > , . . >, ^7 ^- — r-ri— i soil B',- : 

n/ __ ' I '^P , , '^% \(*\ 

V " 1.2.3 ..2/>[l.2.2^ ' [ip'-\-\)(l^p-^l)7}P^^y ^' 

et le second 



^p-* _ — 1 B' 



1.2.3. . (2/> -»-l) ^(2A--+-2)(2/r-4-3)2^-^^ 2 V"^' ' 

d'oii 



jCm ■"" «* 



26. Nous obtenons ainsi une deuxieme forme deXf^ — a: ^, oil fi- 
gurenl ^ ,, , A-^'^a _, , A*^"**' a j^, tandis que dans la premiere figurent 
jo» A^^'Mo, A-^^^'a^; si nous identifions les deux formes apres avoir 



(*) Cette formule a lieu pour p = o, conforro^roent aux conventions de la note (**), 
I 

^ • 

8 



page 197. B'. ^^ 
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reniplaceces derDi^res quantites paries premieres, ou inversement, nous 
(lecouvrirons des relations utiles entre Ics coefficients A et B : 
I® On a, par la relation [OJ n°2t, 

I'o ■-X_i "^ ( AoMo H- A, A'tfo -+ • . -»- A,;, A^/'i/o ^- . . . ) 

"I ^ 

— a(A,A-' 1/0-+- A3 A'*w, 4- . . -f A,;,H-, A*'''-^'Mo -t • • •)• 
Substituant cette valeur dans [O'J, on obtient 

[0'']{ -i«»[(A,-B.)A-'»<.-i- .. )(Av+. -B,,+,)A-v+'M.-f ...] 

-+- 7- a' [(A, — 4Bo)«o -t-- •-!- (A,y,— 4Ba/,) A^Wo-f-. . .]. 

On voit alors que A-^''"^'ao» A^^i/q,... etant exprimes en fonction des 
difTerences qui figurent dans — — L it ne resterait plus qu'a identifier 
les coefYicients de A-^'^a ,, A^^^u j^ dans ces deux relations fO"J 

et — — • On reconnait immediatement, en se reportant aux equa- 
tions [OJ1 — ^ ^t '^s comparanta [0"J, — -- » que le r6sultat ainsi 
obtenu ne sera autre chose que le systeme [p) oil Ton aurait renoplace 

par 

On aura, par ce changement, en noettant les coefficients A dans le pre- 
mier membre, 

IA,^«, - A,^ - - B,^_. - 4 (B,^ 4- B; ), 
2** On a, par la relation — - p ^^ valeur de y j^, qui, substituee 
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dans 1 donne 






On voit encore, en conoparant les equations [O'J ct — — I aux equa- 
tions [0] et — - L que les relations (p) subsistent, si I'on y remplace 



-Aa^, ~ Aa^i, A^^9 KfH-t^ 



par 



ce qui donnc, en pla^ant les A dans le premier menobre, 

A;,= "-B„..+4(B.,-+-Bg, 

Kp+i = B,p 4- b;^, ~ B,^+,— ^ Bj^_,. 

II est d'ailleurs evident que Tun quelconque des systemes (p), (p'), 
(p") resulte des deux autres. 

27. Les relations que nous avons etablies entre les coefficients con- 
stants A, B, nous seront trfes-utiles pour obtenir x. t^— Xq eXXi — x ^. 

Cherchons successivement ces deux quantites. 

Calcul de oc^^^ — x^. 

Nous avons les deux relations (P) et — — des n*^ 24 et 25, savoir : 



^..1 ~ ^-1 
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Xa — X I — 



-i==i«(^i-^^-i)-^^'(^'^i 



. 2 \ * -T 



aC I. 

2 -2 



B' A-V££ , 



apt I — y 



) 



Si nous retranchons membre k membre la seconde de la premiere, 
il vient, en tenant compte de I'identite (x^ -f- C© = a;_i -1- C_iV 



j?i+i 



-x, = ah-+ij(j. 



C.) 



«'[A'.'«;.i 

const., 



(A',-f.B.)«,^^-4-...-i-(A;^^,4.B,;^.)A"''a,^^-+-...] 



ou 



consl. = — a»f A'/tt_;j^4- {a;-4- B.) 



I 






K 



Bap 



A-Vtt 



A, 



A'K I 



>^ap+j 



+ b; 



p+i 



A'/^'tt ,-f-... 



] 

i-f-..."l 



quand on y a remplace C^^j,^ et C_j^ par leurs valeurs. 
Or, en vertu des relations [p') et (p"), on a 



a;^, -^ B,^, 4- b;^ = A,;H.a -f- b;^, ; 



done 
const. = 



- «> rA.('V , H- ^'«..) -^ (A. -h B', ) (u^^ -f. i A 'w^,. )-*-. . . 

-4- ( A,^,-h B;^.) (a-''' i^_^ -^ i A'/^« ii_^) -f- . . . J 5 



mais, par definition, 
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et, par suite, 



ronsl.-- — a'f Ao^'w. -l-(A,-h B\)u,-h. . .-f- (A,;,-^,-*- BJ^,) A'^w.4-. .] = C'.: 



done 



X , — X9 



'■^7 



(P.) 



-^ (a;^, -t- B,^+.) A»^//.^^ -4-...] -h c;, 



Calcid de Xi — x x_. 

On trouvera de la meme inaniere en ajoutant a Xi — x^, x^ — x_, 

"2 

donne par [0'], 



*i •* I 



-i='('-j)('-r'^-i) 



-f- a* [ A» "1/, -I- ( A, -f-ff, ) w, -f- . . . -f- (A,^^.,-+- B'^^, ) Av M/ -t- . . . ] -1 const.. 



oil 



consl. 


: ^ - a' 


■ A.'^M. H-(A,H-B',) 


M, + ...-f- (Ai,„.: 4- 8",,+ , J 

-hB,, 


AV M. 




a' 

2 


-^a; 


• 

'«;-^...4-a;^ 

+ B,-«. 


A'V->M, 



J 
J 



Or, les relations (p'j, (p") donnent 



AjB-Hi H- B' _^, 4- B,- --^ 



■ip-\-\ 



Bv-A;^^,-f-B.,.,-.;(A;^-, B.,-,) 



On aura done, en designant par TIa somme des deux termes «n A''''}/,,, 
A'*'' "' M„, qui se correspondent verticaleraent, 



T^-a'(A;^-i- Bv_,) (tAVi/.- ^A-v-.„,\ - a'(A;^^, -»- B,,^,) A^'«.. 
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Considerons d'abord le premier terme de T; on a, par definition, 



I 

7. 






Substituant dans T, il vient 



T r= a»(A;^ -f- B,;^.) 1 A'/- 11^ . - «^(A;^, -f- B,,^.) ^^Pu.; 



done 



const. =^ — a 






A. -f- . • . -f- A*/* Mo 



2 -V 



(A;^^,+ B,,^.)-f-... 



Et eomme 



I 



A'P tfo A'/^' w , = A-v w ^ , 



on a 



const. =: 



- a'fA, V . -t-. . . -h (A;^^, + B,^,) A-v«_ , -f.. . . ] = C\ ^ 



done, enfin. 



3*1 X I 



(Q.) 



a'[A/'tt,-4-(A,4-B[)w/H-...4-(A,p+» + B;^^)A»/'tt,-4-...]-f-C_^. 



En resum^, nous avons obtenu les formules suivantes : 



(R) 



^•H 



Premier ecu, -r- 

dt 



=: U. 



-r- 



a/At'w , -r- A, A' // , 



j:, 



1%.. 



JP» 



r.x{A'/u: -f-A;A-«,- H- 



. . 4- A,- Av-' tt , 



4- a;^ a-*/'-* m/ 



■) 



1^ 



c 



a 



c. ♦ 
c. • 




aia 
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(S) 



Deuxidme cas, -y— - = 1/. 



)^., 






.r» - 



»=:a»[Ao''i/i -f-(A,-f-B',)tf. -f-...-4- 



aveo 



r, := - a ( a; 'u\ -+. a; a- ' ££. -h 



A'^ A-v- 11, 



C , - - 



a (Ao'm , -+- A,A' w ^ 

3t,f A, "it. -+- ( A, -4- ff, ) II. -h . 



-4- . . . -h A,. A^^' u , 



(A,^,+ B')Av II. 



• • • I » 

• ••If 



«r . rr. - «»rA;'M' , + (A', + b,)«" ,+...-»- (A'-i-b^.\a-»b , h- . • 1. 
r. = a f I -!- 'A ^r_ . -t- c_ , ) + c ^, c;= »i{r,+ o + c; . 

Voioi le$ valeurs numeriques des coefficients, seulement pour les 
premiers termes. On trouve. par les foraiules qui exprimeni ces coeffi- 
oienls. 



\.= i. 



A,= + -L 

«,= - 



A.= 



5560 



:>-i3o 



A.= 



36r 



gt>76»o' 



_ '^ 



I . -„ i 



As-BT,: :-. A.^B',= --;- 

13 X|0 



'^*- ^ 967680 

bo 400 



\- -- I 



A,- ~ T=r 



B ^-^ 



X.-R- - 



1 

—7* 

1 



A.= 



B.= 



\.-B. = - 



1 1 
3- 

m 
I ■■■ 1 

5-tio 



l«>20 



A.— -^ 



B,= ^ 



IQf 



60480 
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II estclairque, dans l*application, on n'aura pas besoin, en general, 
de toutes les formules (R) et (S): on choisira, dans chaque groupe, 
suivant les cas. 

28. Montrons comment, au moyen de ces formules, on execute une 
quadrature premiere ou seconde : 

i^ Soit rs la longitude du perihelie d^me planete dont la va- 
leur js ^ est donnee pour Tepoque t ^, et supposons qu'on veuille 

Tobtenir pour lesepoques /g, /|, /a, /g, /«, au moyen des valeurs nume- 

riques de ^ = ii. 

On calculera les valeurs numeriques de aii pour les epoques /., , /q, 
ti9 hf hi ^4» qui, si Ton prend / , = 1866, Janvier 23, et a = 3o jours 

solaires moyens, seront respectivement 

1866 : Janvier 8, f6vrier 7, mars 9, avril 8, mai 8, juin 7. 

Si les differences troisi^mes de ces valeurs numeriques sont negligea- 
bles, on aura, pour determiner ts par la troisieme formule (R), 

TSi— m , = a I 'tt! A'' «,)= a 'u] A**(aw)»> 

-J \ ' I?. / * 12 



avec 



et, par suite, avec 



C^ = o ou 'w,=: jL'U ^, 



«'«..=-^^"(««)..- 



D'apr^s cela, on construira le tableau suivant, qui fournira les va- 
riations (h?, compteesde 1866, Janvier ^^3 : 



^• 



a «.. I. 



/_, Janv. 8 
/. F4vr. 7 



Oy03i 



-o,75i 



— i8,ao8 

•; -'••/ -,8,928 -'^»959 _ .,-/. 

/, Mars 9 o CO -ao,75o '^l -2,276 

/ AvrilS -^9,678 __^3J,^ -2762 3/3^ 

, M • o —63,190 - — 3,601 

/, Juin 7 ^^^""^ -31,344 



4,23i 



1,271 



3,916 



I 



* 12 ' 



- 9,448- (+0,106) = — 9,342 

— 29 ,3o3 — (-fo, 190) = —29, 1 13 
— 5i ,434 — (-1-0,265) = — 5i , 169 
—76,746— (-1-0,326) = —76,420 




3l4 SUR L£ C\LCUL NUMERIQUE 

La colonne/^ contient lesdi verses valeursdu temps pour iesquelles on 

a calcule a -r-- 

at 

La colonnc a a, les diverses valeurs de a-^- 

at 

Los rolonncs A*(aa). ,, A''(aa), contiennent les differences pre- 

1-4- J 

niieres de aui el les moyennes arithmetiques de ces difTerences pre- 
mieres. 

Le premier nombre de la colonne a'^^^i est egal a — r7'0»75i ; 

les autres s'cn deduisent par la condition que les differences premieres 
de cette colonne soient les nombres correspondants de la colonne oLUi. 

Les irois dernieres colonncss'expliquent d'elles-memes. 

7? Soil ^ la perturbation de la coordonnee x d'une planete, pertur- 
bation comptee du aS Janvier i866, epoque que nous designerons en- 
core par / , . 

Comme Torbite troublee est tangente a Torbite elliptique au point 
oorrespondant k cette Epoque, on a 

Si, prenant a= 3o jours, on desire les valeurs de | pour les epoques /_i, 

/o, /« /*, on calculera a* ^ pour ces differentes dates, et si les 

diflerences secondes sont negligeables, on aura, par la troisieme for- 
mule ,S\ 



5- 






avec 



ou 






X* U , = , A' X'Ui X' M_- — — > X^Ur . 

-5 ^ -I ^4 



On oonslruira done le tableau suivant. 
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a» "U: 



/_, Janv. 8 
/, F6vr. 7 
/, Mars 9 
/, Avril 8 
i, Mai 8 
t^ Juin 7 



— o,oo59 
— o,oo5i 
—0,1453 
—0,4675 

— i,o387 

— 1 ,9389 



7} '//. . 1 . 



-ho,ooo8 
—0,1402 
— o,3aaa 
—0,571a 
—0,900a 



a'l/; 



—Ojiaio 
—0,1410 
— o,i8ao 

— o,a49o 
— o,3a9o 

— o,4o5o 



A'. 
u,oaoo 



a'"// 



— a'//. =- H.. 



0,0059-}- ( 
o,oo5i-|-( 

o,i453-h( 

o,4675-^(- 
1,0387 -|-( 
i>9389-+-( 



I 

fa 

-0,0101) 

-0,0117) 

-0,01 5a) 

-o,oao7) 

-o,oa74) 

-0,0337) 



—0,0160 
— 0,0168 
— o,i6o5 
-0,488a 
— 1 ,0661 
-i,97a(J 



Jit 

La colonne a^a, conlient les valeurs numeriques de a* ^ pour les 

epoques ti. 
Les premiers tennes des colonnes a^'w._^if a***''*/, sonl respeclive- 

ment 7(—- 0,0200), -/( — o» i4'o) ; I^s autres s'en deduisent par 

de simples additions; le restedu tableau s'explique de lui-meme. 

On doit voir maintenant que, dans la Section Ii nous avons introduit 
le faeteur indetermine a dans les equations (H), aBn de Icur donner la 
forme definitive qui se prete immediatement a la quadrature. Si nous 
n'avons pas multiplie par a* les equations E de la mSme section, c'est 
uniquement parce que, dans ce cas, la simplicite des operations permet 
d'eflectuer cette multiplication, sans aucune crainte d'erreur, dans le 
cours meme du calcul. 

Ajoutons que, dans la Section III, nous pratiquerons les quadratures 
premiere et seconde comme nous veoons de I'indiquer dans ce n"^ 28. 



SECTION III. 



Cette Section est destinee ^ completer les deux premieres par une 
application numerique. Nous prenons les elements de Ceres au 
!i3 Janvier 1866, et nous calculons de trente en trente jours, jusqu'au 
iS mai de la m^me annee, les perturbations qu'eprouve cette planete de 
la part de Jupiter. Nous comptons en temps de Greenwich, et nous 
prenons le jour solaire moyen pour unite. 




ai6 SUR LE CALCUL KTUMERIQUE 

Dans les deux methodes, le calcul offre a rorigine une partie com- 
mune que nous presenterons d'abord; nous separerons ensuite les ope- 
rations relatives a chacune d'elles. 

Partie commune aiix deux mithodes. 

29. Apres avoir fixe Tinslant initial /^, du calcul et I'etendue de Tin- 
lervalle de temps a» on calculera, pour les epoques <.| +a, ^.| + aa, 
/-, -4- 3a,.. . : 1° les quantites a, r, v^ u qui se rapportent^ Ceres; 
2^ les lieux beliocentriques de Jupiter. On aura soin de rapporter toufes 
les longitudes a un equinoxe fixe» soit Tequinoxede 1866, Janvier i ,0 : 

I*' Elements de Ceres; calcul de a, r, v^ u. 

Pour i866» Janvier 23, o, le supplement au Nautical Almcaiac 1866, 
donne 

O If I O If f 

6=125.58.23,7, 9 = 10.36.27,3 

Gj= 148.20.43,9, x= 4'^^*'^«4 

0= 8o.49.44>6» n=: 771 '',02 100 

Ces longitudes £, t?, 9 de Tepoque, du perihilie et du noeud sont 
comptees de Tequinoxe moyen de 1866, Janvier 23, o. Nous les redui- 
sons a I'equinoxe moyen de 1866, Janvier 1,0, en les corrigeant de la 
precession correspondante a la difference des deux dates ou en les dimi- 
nuant de 3%o3. Les valeurs corrigees e,,©,, 6| sont 



e, = 125.58.20,7 
xsst= 148.20.40,9 
6i = 80.49*41 '^ 

a, V, r, V se calculeront au moyen des formules 

siny . 

u : — ^smtt =:=/i/ -f- e — Gj = n/ -4- £,— ©I, 

sinr 

V^sin - c = sin- tt.v'a(i-f-e). 



y/r cos - c = cos - u,^a( i — e ) , 

U = C-fBJ — = (/-hBJi — 0|. 
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2"' 


-J9°56'44' 


+3,.34'..5' 


0,4-994 


.47.32 


— 22.29.26 


+45. 1.33 


o,4o8o« 


3.5o. » 


-14.58.48 


+ 52.32.11 


0,40672 


6.5i.3i 


— 7.25 52 


+60. 5. 7 


o,4o588 


o. 7.33 


+ 0. 8.10 


+67.39. 9 


o,4o564 


,. 6.., 


+ ,.41. 52 


+75.12.51 


0,40591 



MX helioccnlriques lie Jupiler. 
I trouve, dans le Nautical Almanac do 1866, les positions lielio- 
^'Dtriques suivantes de Jupiter : 






. Janvier. 


8,0 


281. 5.57,4 


Fevrier. 


3,0 


283.35.49,3 


Mars . . . 


9,0 


286. 6.18,1 


Avril... 


8,0 


288.37.24,6 


Mai... 


8,0 


291. 9.10,4 


Join... 


7.0 


293.41.36,1 



■ 9-4'. 9 



, 19.55,2 



o,7i5o88. 
o,';i4'674 
0,7133469 
0,7123286 
o,,,,4,38 



Ces longitudes etant comptees de I'equinoxe vrai des epoques respec- 
lives, nous devons les rapporter a requinoxe moycn de 1866, Jan- 
vier 1,0. On trouve dans \e Nautical \a precession et la nutation en 
longitude correspondant au changement d'oriij;ine du temps; leur 
somme donne ia correction qui, appliqnee a L', fournira les longitudes/' 
('valuees en partant de notre equinoxc lixc : 



S. Janvier. 8,0 
Fevrier. 7,0 
Mars. ■■ 9iO 
Avril... 8,0 
Hai.... 8,0 
Juin 7,0 

Aimalei leienlifigiii 



7 
37 

6, 
97 






■ 9>2'» 
i3,35 
127 — 17,48 

rfe I'icolt liormaU tup 



-5,69 
-5,,3 
-4,5i 
—2,80 



~i3,73 
-16, i5 
-■9,29 
—23,60 



281. 5.5o,7 
283.35.38,5 
286. 6. 4,4 
288.37. 8,5 
291. 8.51,1 
293.41.12,5 
28 
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Premiere methode. 



• » , 



30. Apres avoir calcule ia partie commune, on choisira pour axes de 
coordonnecs rectilignes l*axe de I'ecliptique, la ligne des equinoxes 
moyens de 1866, Janvier 1,0, et la droite perpendiculaire \ ces deux-la; 
Taxe des x positifs etant dirige vers Tequinoxe du printemps, celui des 
V positifs vers le solstice d'ete, et celui des z posilifs vers le pole bo- 
real de Tecliptique. On continuera le calcul de la maniere suivante : 

I** Calcul des coordonnees elliptiques rectangulaires x^^ y^, z^ de 
Ceres ; 

2^ Calcul des coordonnees x\ y, z' de Jupiter, et de sa distance p' 
a Ceres ; 

3° Calcul des quantites -. — 7, a^ -7-1 -: — j, 01} -r^ -- — 7^ a* -j-* tiui, 

^ smi ax smi" ay smi'' az ^ 

en vertu des equations E, representent -r^ ^*5#r» '^~^ ^^ IB '* 
. ' „ ^*^' quand, dans une premiere approximation, on neglige ^, 

4^ Formation du tableau des valeurs numeriques des quantites pre- 
cedentes et application des formules de quadrature qui fournironl en 
secondes d'angle les premieres valeurs approchees §if >3i , ?i de |, >j, ^; 

5*' Substitution de ces valeurs approchees ^1, yji, ^i dans les termes 

obtenir des valeurs plus approchees de -A-77 o^^-y^^ -r^ a*^» 

^ ^^ smi aP smi*" di^ 

- a'-7~- La quadrature correspondante a ces valeurs nouvelles 



sin 1" di 

fournira ^2* >72> ^2 plus exactes que ^1, y3i, ^r, et ainsi de suite. 

1° Calcul de ^e> JKe» ^e- 

On posera 

asin A = cos0,, a cos A = — sin0, coscp, 

6 sin B = sin 9,, ftcosB— cos 9, coscp, 

et Ton aura 

^, =:r,asin(A -»- u), /, = re6sin(B -♦- u), ^,= r^sincp sinu. 
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On trouve dans noire exemple 



It 



log 


a I 


,99271, A — 


77 9.19.42, 




log 


6=7 


,99982, B — 


H-80.58 58. 




t. 




lc»g x^. 


log .'V 


log z,. 


1866. Janvier. 


8,0 


0. 07770. n 


0,35344 


I ,46009 


F^vrier. 


7»o 


, 1 6683 . n 


o,3i58i 


1 ^52Ql'J'] 


Mars . . . 


9,0 


0,23490 n 


0,26696 


1,57141 


Avril . . . 


8,0 


0,28759.^1 


, 20893 


1 ,60879 


Mai .... 


8,0 


0,82830. /I 


0,12187 


1 ,63674 


Juin . . . 


7>o 


, 35898 . n 


0,01 168 


I ,6563o 
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2° Calcut de x'y y, z' et de p\ 

Ces quantites sont donnees par les formules 

x' = r' COS A' cos/', j' = r'cosA' sin/', z' z= r'sinA'; 



t. 




log x'. 


logy. 


log z'. 


log /s'. 


1866, Janvier. 


8,0 


, 00089 


0,70781 .n 


3, 63458. n 


o,8856i) 


F^vrier. 


7»o 


, 08628 


0,70274.1 


3, 97619. /I 


0,88147 


Mars . . 


9»o 


0,15717 


0,69679. /I 


2, 16460./! 


0,87665 


Avril. . . 


8,0 


0,21741 


0,68990./} 


2,29485./* 


0,87120 


Mai .... 


8,0 


, 26956 


0,68205. /I 


2, 89428. /I 


o,865i5 


Juin . . . 


7»o 


0,3 1 533 


0,67818. /I 


2, 47442. /I 


0,85847 

• 


y 


Calcul de -A-^ 
sini" 


rfR «' rfR 


a' rfR 
Sim" rfz 





Ces quantites ne dependent que de x, y, z; x\ y, z'; r\ p' qui sont 
actuellement calcules, et de k, m\ dont voici les valeurs : 



log /i*:-- 2,23558, Iog//i' =:log — ^ = 4»97^8i 



28. 
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SUR 


LE CALCUL Kl 


JMERIQUE 




On trouve 














t. 


% 


a« dH 


a« dK 

" sin 1" ajr 


a« dK 

'^»«in,' dz' 


1866. 


Janvier. 


8,0 


I , 07650 . n 


0, 02140 


2,50695.71 




Fevrier. 


7>o 


1,13919. /I 


0,01895 


2, 56954. n 




Mars . . . 


9»o 


I ,i885o.n 


0,01604 


2,623S2.n 




Avril. .. 


8,0 


I, 22670. n 


0,01265 


2,67001.11 




Mai. . .• 


8,0 


I ,2555o.n 


0,00896 


2,71068.11 




Juin . . 


7»o 


1 ,27544 •'z 


0,00497 


2 , 746o3 . n 



4" Valeurs numdriques des quantitis de Panicle 3° ou de 



a' 



d^l 



sini" dv 



a' 



d'Yi 



a' 



d'K' 



sini" dt^ sin I*' di 
niation) et quadrature. 



7 J quand on niglige § , >j , ? [premiire approxi- 



On a 



1866. Janvier. 
Fevrier. 
Mars. .. 
Avril . . . 
Mai .... 
Juin . .. 



a> d^Ji 



</•; 



a' </•? 





sini" dt* 


sini" dt* 


Sim" dt* 


8,0 


If 
-0,119 


-hi ,o5i 


— o,o32i 


7»o 


o,i38 


-i-i ,045 


—0,0371 


9»o 


— o,i54 


-f-i,o38 


— 0,0420 


8,0 


—0,169 


-i-i,o3o 


—0,0468 


8,0 


—0,180 


-hi ,021 


— o,o5i4 


7>o 


—0,189 


-hi, 012 


—0,0557 



La troisieme formule S, appliquee a ces trois series [voir n"" 28, 
Section II), donne respectivement 



/. 



f.. 



V 



1866. 


Janvier. 


8,0 


—0,016 




Fevrier. 


7»o 


—0,016 




Mars. ., 


9>o 


— o,i55 




Avril... 


8,0 


0.447 




Mai. . .. 


8,0 


—0,908 




Juin . .. 


7>o 


— 1 ,55o 



»ii- 


?!• 


-f- 0,l32 


V 

— 0,0042 


-h 0, i3i 


—0,0043 


-f- 1,175 


-0,0417 


-h 3,258 


—0, 121 I 


-h 6,371 


-0,2471 


-h io,5o4 


— 0,4245 
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5** Calculde 



_i-(,_3|,,), -^(,-Sr.,.). -!^(.-^^Jr). 
oil I'on remplacera ?, y}, i^par 5o y}| , ?i , et &rpar — ^, -f- — >3i h ?i 



On obtient 



n«« 





r. 






1866. 


Janvier. 


8,0 


It 
— 0,002 




Fevrier. 


7.0 


— o,oo3 




Mars . . • 


9»o 


—0,028 




Avril . . . 


8,0 


—0,080 




Mai .... 


8,0 


~o,i49 




Juin.. . . 


7,0 


—0,216 



-1-0,0007 
-1-0,0008 
-+-0,0078 
-1-0,0202 
-1-0,0373 
-f-o,o547 



Ed ajoutant les nombres de ces trois series respectivement a ceux des 
trois prenoieres series de 4^, on obtient des valeurs plus exactes pour 



r'. V 


/ 


-i-0, 


,oo3 


-fo, 


,002 


-ho, 


,014 


4-0, 


»o'9 


— Oi 


^001 


— 0, 


,061 



--(.-.;...,). 



// 



Sim'' di' ' sini" dP sini" 


dP 






Ces valeurs sont 






• 


t. 


a« d*^ 

sini" dt* 


a* d^^ 
sini" dt^ 


sini" dt* 


1866. Janvier. 8,0 


It 
— 0,121 


// 

-i-i,o54 


— o,o3i4 


F6vrier. 7,0 


0,l4l 


-+->.o47 


— o,o363 


Mars.. . 9,0 


— 0,182 


-hi ,o52 


—0,0347 


Avril.. . 8,0 


-0,249 


-f-i,o49 


— 0,0 26(1 


Mai. ... 8,0 


0,329 


-hi, 020 


— o,oi4i 


Juin. . . 7,0 


- o,4o5 


-ho,95i 


—0,0010 



On deduit de ces valeurs numeriques, par la ibrmule de quadrature 
qui a servi k Tarticle 4^ des valeurs de |, vj, ? plus exactes que £,, 
^o ^19 et que nous ayonsdeja designees par ^2, y?,* ^2* 
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t. 


^«- 


>:»• 


?.• 




// 


// 


^/ 


1866. Janvier. 8,0 


— 0,016 


-h o,i3i 


-—0,0041 


Fevrier. 7,0 


— 0,017 


-h o,i3i 


— o,oo4i 


Mars. • • 99O 


—0,160 


-h 1. 179 


0,0399 


Avril.. . 8,0 


-0,488 


-4- 3,278 


—0,1098 


Mai. ... 8.0 


— I ,066 


-h 6,424 


—0,2060 


Juin. . . 7,0 


»r973 


-hio,586 


—0,3162 


I'nn 5tnn1iniif:iit niiv 


valpiir.Q niim 


1 a' 
ipnniiAS np 


d^l at} d^ 



a 



3 



d^K 



sini" dt^ 



les formules de la premiere quadrature, on obtiendrait 



• .' -77' -^^f-TT^ -^^, w7- Les valeurs de ?, >?, C etde -J* ^7? ■—» 

sin I ^// sini"£// sini'^a/ -? #» ^ dt dt dt 

a une cerlaineepoque, permettentdecalculer, pour cetle ^poque, les va- 
riations correspondantes des elements de I'orbite, au moyen de formules 
dues a M. Encke, et qu'on trouve dans le Nautical Almanac de i856. 
Cest en vue de cette transformation, qu'il convient de calculer ?, >?, ? 
en secondes d'angle. Nous avons*oblenu de cette maniere : 



t. 



OL d^ OL dr, a d^ 



sini^^/r sini'' de sini' de 

V _ If ^ If 



1866. Fevrier. 7,0 — 0,0672 -4-0,5239 — 0,0176 

Mars... 9,0 —0,2267 -+-1,5732 —o,o536 

Avril... 8,0 —0,4406 -f-2,625i — o,o852 

Mai.... 8,0 — ro,7292 -1-3,6624 — o,io53 

et pour les perturbations des elements au 8 mai : 

dL = — i3,2io 3;^=— 15,969 

dnyi=: — 76,295 39=— 0,601 

(50, r= - 4,658 in- -+- 0,0878 

Deuxieme methode. 

31. Apres avoir calcule la partie commune, on divisera la suite du 
travail dans les cinq parties suivantes : 

I® Calcul des coefficients (i), (2), . . . , (i3), p, dont la definition a 
(He donnee. Section I, n** 11, et des quantit6s sine/, cos^, sinu, cosu. 
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2 2^^ 



COS!/ ; on aura alors tous les elements necessaires pour former les coef- 
ficients de R'o, Sq9 W'o dans les equations (H) ; 

2^ Calcul des lieux de la planete perturbatrice rapportee a Torbite 
de la planete troublee, comme il a ete explique au n"" 10, Section I ; 

3*^ Calcul deR'o,S'o, W^ ; 

4" Calcul des valeurs numeriques des seconds membres des equa- 
tions (H) pour les diverses epoques. 

5** Application des formules de quadrature aux series de ces valeurs 
numeriques correspondantes aux divers elements. 



I" a. Coefficients (i), (a),..., (i3). b. Coefficients de IV,,, S'j,, W',, 



dans les Equations (H). 



a. 



log(i) 

l0g(2) 

log(3) 

log(4) 

log(5) 



1.78636, 
o» 7^499 » 

o,44o^^> 
I , 53464 , 



log(6) 

.log(7) 
log(8) 

log(9) 
log(io) 



2,96771, 
2,87335, 
0,40800, 
I , 04334 } 
0,29963, 



log(ii) 

10g(l2) 

log(i3) 
log/? 



2,60419, 

I ,53323, 
I , 09408 , 
0,43915. 



b. Les nombres entre [ J sont les logarithmes des coeflicients dont 
ils (iennent la place : 



r. 



COSf. 



1866 Janv. 8,0 a--rr = 

at 

Fev. 7,0 
Mars 9,0 
Avril 8,0 
Mai. 8,0 
Juin. 7,0 



e/cp 






dt 



.[i,93777](4)R', 

[7,96564] 
[^,98498] 
[7,99633] 
[0,00000] 
[7,99607] 

rcosu. 

[o, 30899] w;, 

[0,25736] 
[0,19081] 

[o, 10372] 

[7,98567] 

[1,81280] 



( ^ -h I ) '• sill V. 

[0,42406./} 

[0,30759.71 

[o , 1 3667 . n 
[i ,83557-/1 
[2,09951 
[7,85o82 



r siiiu- 



(5)S'.H-[o,i95o8](6)>V'. 

[0,25776] 
[o,3o64o] 
[0,34378] 
[0,37173] 
[0,39129] 



d6 
dt 



rsijnu. 

-[o,i95o8](2)\V;. 

[0,25776] 
[o,3o64o] 
[0,34378] 
[0,37173] 
[0,39129] 
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sine. 



(it 



dn 



a'^— [i,698!?5.n](7 


)R;-[i,59oo6](8)S;. 


[i , 58^66. n 


7,5919^.] 


I y ^17.^1. n 


[1,59328] 


r , 1 1 171 .n 


1,59412; 


[7,37577 ; 


[7,59436] 


[1,12693 


[7, 59408] 


sinf. 


(C08i'-+-C0SM). 


a^^-[7,69825.n](3)R;^-[o,24346](3)S'.. 


1 ,58266. n] 


0,26924] 


1 ,41242.71 


0,28713] 


1,11171 ,n 


[0,29763 


3,37577 


o,3oio3] 


1,1 2693 


[0,29739; 


COS*'. r. ( - 


H-ijrsinp. rsinu. 


[7,93777] (9) r;- [0,40994] (io)r;+[o 


, 42406./1] (11) s;-4- [0 , 19508] (6) w; 


[7,96564] [0,40808] [0 


,30759./!] [0,25776] 


[7,98498] [0,40672] [0 


, r 3667 . /i] [0 , 3o64o] 


[7,99633] [o,4o588] [7 


,83557./!] [0,34378] 


[0 , 00000] [0 , 4o564] [2 


,09951 ] [0,37173] 


[7,99607] [0,40592] [7 


, 85o82 ] [0,39129] 



rdn 



dl 



2^ Calcul des lieux de la planite perturbatrice rapportis a Vorbile 

de Ceres, 

a. Les lieux h^liocentriques de Jupiter l'^, A!q pour Janvier 8 el 
l\, A\ pour juin 7 donneront d-abord les elements d\ 9' de cette pla- 
nete au moven des formules 



sin[i(/'. -+- /;)-©'] lang9' -- 



sin(A', ^-A'J 



— 1 



2 cos A', cos A, cos - ( /', — l\ ) 



cos 



[^ {/'.+/'.)-- 6'] tang 9'- - 



sin{A', -A'J 



2 cos A', cos A', sin - (/', — /', ) 



On trouve 
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b. On cherchera ensuitc N, N', J au moyen des formules (6) du 
n*^ 10, Section I, 



N 


— t: 


— 


c 
2 


. 3o. 


54^4, 


N' 


— t: 


— 


20 


.40. 


i4,o, 


J 




-4- 


9" 


.22. 


14,0. 



c. On calculera les longitudes de Jupiter dans son orbite L' au 
moyen de la formule suflisamment exacte 



L' = /' -+- lang' - 9' sin 2 ( /' - 6' ). 

Apres quoi les formules (8), n° 10, Section I, donneront /3' et X'. On 
trouve ainsi : 



e. 



L'. 



X'. 



^'' 



1866. 


Janvier. . 


8,0 


/ V 

28 I . 5 . 52 , 7 


/ // 

22.28.23 


3". 36'. 35 




Fevrier. . 


7>o 


283.35.42,8 


24-56.59 


3.58.54 




Mars 


9>o 


286. 6.11,0 


27.26. 12 


4 . 20 . 54 




Avril . . . . 


8,0 


288.37. 17,4 


29 56.6 


4*4^*^8 




Mai 


8,0 


291. 9. 2,2 


32.27. 2 


5. 3.33 




Juin 


7»o 


293 . 4 1 . 25 , 7 


34.58.38 


5.24.14 



V 



d. On passera aiors au calcul des quantites o;'^ , y^ , z^ donnees pur 
les formules (7) du n*^ 10, Section I. On en deduira p',A' : 



r. 



log* , . 



log/,. logr,. 



\0Zp'. 



log A'. 



866. Janvier. . 8,0 


0,69428. n 


0,19606 


I ,5i5o5 


0,88569 


3,69099./! 


Fevrier.. 7,0 


0,67935.11 


0,29860 


I , 55670 


0,88147 


3,68925./* 


Mars .... 9,0 


0966038.71 


0,37902 


7,59394 


0,87665 


3,68648./* 


Avril.... 8,0 


0, 63701. n 


0,44401 


I ,62746 


0,87121 


3 , 68253 . n 


Mai 8,0 


0,60882. n 


0,49725 


7,65781 


o,865i5 


3,67728./* 


Juin 7,0 


0,57534. w 


0,54126 


7,68536 


0, 85849 


3,67056./! 
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3» Cii/c«/ rfcR'S'„,W„. 



logJR'.=(l)[A'x',-Ij]j Iog{W,=(.)[A'y,]|. loe{s',=(.)[4'x',]j 



1866. 


Janvier. 8,0 


o,o5635 


2,99^4o» ' 


1, 67 341.'* 




Fevrier. 7,0 


, 03098 


i,o323i.n 1 


1, 77421. /I 




Mars. . . 9,0 


^>997^ 


1,06678.11 I 


r,85i86:/i 




Avril. . . 8,0 


7,95287 


1, 09635./! 1 


r, 91290-/1 




Mai .... 8,0 


7,89677 


i,i2i45.n 1 


r, 96089. /I 




Juin. .. 7,0 


I ,82171 


1, 14228. n 1 


I, 99818. n 



4^ Valeurs numdriques des seconds membres des dquations (H). 

On les obtient en substituant, dans les equations b de Tarticle 1 
leurs valeurs k (i), (a),.. ., (i i), R'^, S^, Wq : 



o 



t. 



3o 



dvSy 



^ do ^ (iO. - .r//i - dy (^ dSL ^ rdn ,\ 

3o-7^' 3o-7-i« 3o^:7-- 3o-jfr. (3o— j Sol-r-^/ri 

dt dt (U dt \ dt J fft ) 



i866.Janv. 8,0 


— lrf,208 


— o,aoo 


— o'',837 


-|-0,5l2 


-3';844 


-5*906 


F6v.. 7,0 


-18,959 


—0,195 


— 1,060 


4-0,625 


-4,181 


-5,558 


Mars 9,0 


—20,750 


—0,181 


— 1,283 


-4-0,732 


— 4,5o6 


— 5,140 


Avril 8,0 


— a3,5ia 


-0,159 


-1,497 


+o,83i 


-4,798 


-4,655 


Mai.. 8,0 


-27,113 


—0,128 


-1,692 


-+^,9 "9 


-5,o36 


-4,106 


Juin. 7,0 


-3i,344 


—0,090 


-1,856 


+0,994 


— 5,202 


-3,443 



5° Une quadrature premiire appliquee aux series numdriques precddentes 

donnera immidiatement 

3bj., (5cp, ae., Soi/i, ax> ^^'^ f f W^^'' (^^''' J^^^S, SecUon II.) 

Une simple division par 3o donnera &n; &L se deduira de 
(c^L— / / -^dt^j par Taddition de / / 3? ^'^ quefournira d'ailleurs 

une quadrature seconde appliquee a la serie numerique ^o'-jt* On 
arrive ainsi aux r^sultats suivants pour le 8 mai : 
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►or,. 



1866. F^VT. 7,0 
Mars 9,0 
Avril 8,0 
Mai 8 , o 



- 9>34a 
— a9,ii3 
—51,169 
-76,420 



—0,098 
-0,287 
-0,458 
—0,60a 



59, 

— o,5oa 
— 1,674 
~3,o65 
-4,66a 



3o^/?. 

-f-o,3oa8 
-f-o,98ao 
-1-1,7643 
-ha,64o3 



— a, 048 

— 6,394 
— ii,o5o 
-15,97a 
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a" 748 

7,469 

II ,007 

i3,aoo 



Nous trouvODS, en resume, les perturbations suivantes du ^3 Janvier 
au 8 mai 1866 : 



SL..., 

OfSi «... 

ie 

h 

a? 

on 



!'• methode. 

u 
— l3,2IO 

-76,295 

- 4,658 
— <5,969 

— 0,601 
-f- 0,0878 



a^ mdthodc. 

— 1 3 , 200 
— 76,4^0 

— 4 9662 
-15,972 

— 0,602 
0,0880 



Difference dcs rcsulUts 
(i" in. — «* m.) 

— 0,010 
-+-0,I25 

-f-o,oo4 
-+-o,oo3 
-+-0,001 
— 0,0002 



»9^ 
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CERTAINES FONCTIONS ANALOGUES AUX FONCTIONS X. 

DE LEGENDRE, ETC., 
Par M. F. DIDON, 

OOCTEUR ^S SCIENCES MATHl^UATIQUES. 



Introduction. 

Le travail qui va suivre a pour objet principal i'ctude de certaines 
foDCtions de plusieurs variables, analogues aux fonctions X,, de Legendre 
et aux fonctions trigonometriques sin(/iarccosa7) et cos(n arc coso;). 
Cest surtout au point de vue du developpement, au moyen de ces nou- 
velles expressions algebriques, des fonctions d'un nombre quelconque 
de variables que cette etude est faite. On sait que les proprietes des 
polynomes X;,, exprimees par les relations 

-hi /»-4-I 



X,X„/d:r2=o, I XJrfx=: 



2/1 -4- I 



permettent d'effectuer avec ces polynomes le developpement d'une 
fonction quelconque de oc, tant que du mbins k variable x reste com- 
prise entre — i et n- i . II en est de meme relativement aux deux autres 
fonctions indiquees precedemment. Mais ici il y a une difference capi- 
tale entre le cas d'une variable et le cas de plusieurs variables. Les 
seules proprietes des fonctions X„ gen^ralisees ne permettront pas de 
faire le calcul de leurs coefficients dans la serie qui exprimera une fonc- 
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tion de plusieurs variables; pour arriver a ce resultat, il faudra de 
toute necessite considerer de nouvelles fonctions qu'on associera aux 
premieres. Comme dans le cas d'une variable, les nouveaux developpe- 
ments supposeront une relation d'inegalite entre les variables. 

Cest M . Hermile qui a fait la generalisation pour deux variables de 
la fonction X^ et de la fonction sin(/iarc coso;). J'^tends cette genera- 
lisation a un nombre quelconque de variables pour les fonctions prece- 
dentes, et aussi pour la fonction cos(/iarccosa?), iion consideree par 
M. Hermite. 

Independamment de Tetude precedents j'ai traite diverses questions 
s'y rattachant assez directement et qui m*ont paru interessantes. Ainsi 
aprfes avoir donne pour Tune des fonctions etudiees auparavant un sys- 
ihtne d*equations lineaires aux derivees partielles du second ordre, ainsi 
que pour sa fonction associee, j'ai deduit directement de ces deux sys- 
temes les proprietes principales de ces fonctions. J'ai donn^ aussi la 
solution complete du premier. J*ai indique egalement, pour tous les cas 
qui pouvaient se presenter, les valeurs de certaines integrales doubles 
qu*on n'avait calculees, dans Tetude precedents que lorsque les con- 
stantes qui y entrent sont comprises entre certaines limites. 

Ce travail est divise en deux Parties : la premiere est consacree a la 
generalisation de la fonction X.: la seconde a la generalisation des 
fonctions trigonometriques sin(/i arc cosj?) et cos(/iarccosa;). 

Je tiens ici k remercier M. Hermite qui m'a indique le sujet de ce 
travail et, sur ce sujet, la plupart des questions que j'ai resolues. 



PREMlfiRE PARTIE. 

GEN£RAUSATI0N des fonctions X. DE LEGENDRE. 



On sait que les fonctions X« de Legendre proviennent du developpe- 
ment. suivant les puissances croissantes de a, de Texpression 



il — aox — a- • '. 
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Dans une these sur rattraction des sph^ro'ides, M. Olinde Rodrigues, 
en i8i5, a mis la fonction X;, sous la forme 

1 . 2 . . . n . 2" dx" 

Jacobi, en 1826, dans le second volume du Journal de Crelle, a retrouve 
cette forme. Cest la quantity 

qui a conduit M. Hermite [Comptes rendus des stances de t'Acadenue 
des Sciences, t. LX) a des fonctions de deux variables^ analogues aux 
functions X^- Cette quantite peut etre consid^ree comme une genera- 

lisation de I'expression (i — 2000 -+- a') % si Ton ecrit cette derniere 
Posant 

[(1—- ax—bxY— (fl'-f-6*)(x»-h7»— i)]'"^=Vfl'"*"U«,.„, 

M. Hermite a fait voir que I'on avait 

"•" mini a*"^" dx'^ dy 

Ces fonctions jouissent de cette propriete que Tintegrale double 
/ / Uiii,« U|i,v ^ 4k ^s^ nulle, quand /n-+-/i est different de fx -h v, 

les variables x et y, dans l'int6grale» etant limit^es par la condition 
^'-+-J'' = i- Mais cette propriety ne permet pas d'effectuer le develop- 
pement d'une fonction de x et de^, suivant les polyndmes Ui„,ji, dans 
les limites x^-^y^^\. 

Cest pour arriver a ce resultat que M. Hermite a associe aux fonc- 
tions Um,/i d'autres fonctions Y^n.^ provenant du developpement sui- 
vant : 

Cette expression nouvelle peut etre consideree comme une generali- 
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sation dc I'expression (i — aa^ -+- a') \ oil Ton a mis deux variables 
.r ot V, et oil Ton a double Texposant L'integrale double 



JJ\.,.y^.dxdx, 



oil les variables sont limitees par la condition aj^+j^'^i* est aussi 
nulle quand /n-hn et /x-hv sont differents, et cette seule propriete 
no perinet pas non plus de ealculer les coefficients des fonctions Ym^^ 
dans la serie qui represente une fonction quelconque de x et de y. Mais 
on a 



// 



U«,i,Vj,,vrfj:rfr = o 



entre les inemes limites que precedemment, si m et /i ne sont pas ^gaux 
rospectiveinent a /x et v. Dans ce dernier cas, on a 



// 



U«.« \ •.. ax dy = ' -— -i- 



D*oii Ton voit qu*on pourra determiner les coefficients du developpe- 
ment suivant : 

F(x,r)=^A.^V... 

par la methode qu*on emploie relativement aux fonctions X., ee qui 
donnera 

A.., ^ {ni^n)l ^ r r ,.)U rfj-rf^, 

m-r-n — I ml nl J J * .'— -^ 

les variables, dans Tintegrale et dans le developpement, etant limitees 
par la condition x^ -»- v^ ^ i . On pourrait de meme effectuer le develop- 
pement de la fonction F x, v suivant les fonctions U«j,. 

Avant de generaliser ces resultats pour un nombre quelconque de 
variables, je vais completer un peu Tetude des fonctions U^^ et V.,^, 
et tout d*abonl je vais iudiquer une maniere curieuse de deduire les 
sooondes des premieres. 
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Maniere de deduire les fonctions V des fonctions U. 

On trouve facilement en calculant les coefficienls de a', arb^ ab'^ 
et b* dans le developpement, suivant les produits des puissances de a 

et de b, de I'expression [(i — or — byY— [a^-^b^) [x^ -\- y^ — i)] ', 

3 3 

U,,,=:-(3^Y-+-r' — r)' U,.,=:-(3j:7=-f-^^— x). 

Eulevons, dans les seconds membres de ces egalites, les termes de degre 
inferieur au troisieine, el considerons les egalites ainsi reduites comme 
formantun sysleme de quaire equations a quatre inconnues [x^), (^^)» 
(x^y)^ (j^*). J'ai mis entre parentheses les quantites a?*, xy^^ .^^J* v^, 
qui n'ont plus leur signification habituelle si on laisse a 1)3,0) U3,,, 
U|,2. U0.3 leurs valeurs effectives. En resolvant le sysleme d'equations, 
on trouvera, par un calcul facile, 

Les seconds membres de ces formules deviennent, quand on y rem- 
place Us,©. U|,2, U,,!, Uo.j par leurs valeurs, 

^--^— gV3,,, ^r -6^""24 ^''^ 

ce qu*on reconnaitra facilement, si Ton se reporte aux valeurs suivantes 

V3., = 8j:'-- 4^, V,,, = 24^j*-~4'^» 
V,,8 =: 87' — 4 7, V2,, = 24 j:»j— 4/. 

AnnaUi icientifiques de F^cole Kormale sup^rieure. Tome V. 3o 
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En general, considerons les cgalites qui donnent les valeurs de loutes 
les fonctions U,«,,, pour lesquelles la somine m-hn est eonstante et 
egale a k, et, supprimant dans les seconds niembres de ces egalites les 
termes dont le degre est inferieur a k, regardons les egalites ainsi 
transformees eonime formant un systfeme de A-+-i equations du premier 
degre a A--+- i inconnues a?*, or^'j,..., x^j^*"^,..., j*. On en deduira, 
par exemple, pour ar^j^***, Texpression suivante : 

quelquesunes des quantites a, |3, 7, . . . pouvant etre nulles. 

Je dis que cetle expression, quand on y remplace Uo,*. U,,a«i, Uj^-j,.. . 
par leurs valeurs, devient, sauf un facteur constant, la fonction Va,»-a- 

En effet, remarquons d'abord que le sen I lerme de degre k dans 
rette expression est le terme ao^y^^ avec I'unite pour coefficient; c'est 
une consequence de la maniere meme dont on a forme cette ex- 
pression. Cela pose, developpons le polynome aV^^k ^- 1SU,.4_, -+-..., 
suivant les fonctions Y, de cette maniere 

On determinera A^^v par Tequation 

^V> ;rrh:T ^TTTT =//<^"-' -^P^-^^^" ou^.^rf^^r. 

les variables dans Tintegrale satisfaisant a la couditiou x^ +^^^ i (* j. 
D'ou Ton voit d*abord que A^^ sera nul si /x + y est different de k^ 

rar chacune des integrales i / U^^ U^^ cir rfv, f fv^^k-i Ij^ydxdy,... 

sera nulle. II faut done que fji + v soit ^al a k. 

Si Ton se rappelle la forme sous laquelle M. Hermite a mis la fonc- 
tion U^^, on verra, par une transformation facile, que Tintegrale 



ff 



(aCM ^ .3U.,».. ^. - .; LV^rfrrfj- 



1/^ Je ne rep^lend plus celte condition qui interrient dans tootes les integrales suivantes. 
I'lle sera $ous-entendue. 
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est cgale a 

ply! ^,;*-^v v J J "^ c/:i:!* (/^-^ 

Maintenant, on reconnait clairemcnl, puisquc le scul termc dc de- 
gre i, qui existe dans (aUo,A -4- i3U,,;t_, -+-...)• est a/^y^'^f que Tin- 
tegrale precedente sera nulle, si Ton n'a pas ii = hj v = A— A. Le 
theoreme est done demon tre. Le coefficient de \/t^k-h sera donne par la 
formule 

h\{k-h)\ 




Equations lineaires aux d^rwees partielles auxquelles satisfont 

les functions U^,„ et V^^„. 
Soit 



dx* dy 



Considerons la fonction honiog^ne 

on aura 

r/T rfT rfT , 

ou bien 

rf^ flf/ dxTdy" 

Si Ton fait 5 = 1, dans cette egalite, il vient 

dXS rfU , ,rf'«-^-fa:'-+-r'— i)*"^""' . vtt 

dx -^ dfr dx^dy" ^ ' 

d*ou Ton tire 

^ ^ ^ ^ dx'^dy" dx ^ dy ^ ' 

3o. 
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D'un autre cole, soil 

oil en tire 

//^ 

— = 2(m -hn)x{x^ -f-^'--i)'"-^^-'. 

Differentia nt cette egalite m -h i fois par rapport kx^etn fois par rap- 
port a J', on a 

- — — —- = 2(/n -f- n)x -, — -7-^ 

Kn tenant compte de la relation (i), on trouve done Tequalion sui- 
vante, k laquelle satisfait la fonction U, 



rf»U 

X 



S rfU rfU , ,,n 



(2) \ dx* dx 

On a de meme Tequalion 

S dM rfU , ,,,-| 

d)' ^ dy 

J rfU rfU , ,„i 

_(„ + ,)^^_ +_,.__(„, + „,Uj = o. 

Oq peut rcmarquer Tanalogie qui existe entre ces equations et Tequa- 
lion diflercnlielle du second ordre a laquelle satisfait la fonction X, 
Otte derni^re equation est 

,,rf'X, d\. 



»'t peut s'ecrire 



• — X - 



''('^'-'•^•) , 



rf'x. "r dx "-'V ./ d\. 



dx- dx 



-;«-'){x-^--«x.j =^«. 
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Effectuant les differentialions indiquees dans Tequation (2) el la sui- 
vante, on met ces equations sous la forme 

//IT 

— (m -t- i)y-Y7 +('" + '»)('" + 1 )U=.- o, 
(3) ( '^ 

[n -^l)x -j h(/n -*- W) (/I -M)U r:r O. 

Ajoutant les equations (3), on obtient I'equation 

d»U , JU ^ rfU , 

a laquelle, comme nous le verrons tout a Theure, salisfait la fonc- 
lion Y^^n- 

Cberchons le polynome le plus general satisfaisant au systeme (3). 
Soit Ax^y'' Tun des lermes du plus haul degre; je dis que Ton doit 
avoir p-hq = m'\-n. Car il faut que les deux equations suivantes soient 
satisfaites 

— pip — ^) — PQ -^ (n — 2)/? — (iii-4-i)g-+-(m-+-/i)(m-+-i)i=o, 

— </(g — i) — /?j-h(m — 2)j — (n-f-i)/?4-(m-+-/i)(/i-+-i) — o. 

En les ajoutant, on obtient, apres simplification, I'equation 

qui donne p -^ q = m -h n. 

En les retranchant, et rempla^ant dans le resultat /> par m-\- n — y, 
q s'elimine de lui-meme, et Ton a une idcntite. Ceci prouve que le po- 
lynome du degre m -h n qui satisfait au systeme (3) contient plusieurs 
termes du degre m -h n. 

Mais il ne faudrait pas croire que ce polynome le plus general est le 
polynome l]m^„ ou kl],„^n'^ en d'autres termes, que le systeme (3) carac- 
terise la fonction U,„,n, en se bornant aux solutions qui sont des fono 
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tions rationnellcs et entieres. II est facile de s'assurer qu'il n'en est pas 
ainsi. 

Si Ton suppose m = 3, n = o, le polynome le plus general qui sa- 
tisfait au systeme (3), est 

11(5 x^ -+- 3 j:/> — 3x) 4- K(2/» -h i2^»j— ^y) 

avec deux constantes arbilraires. Le coefficient de H est^sauf un facteur 
constant, la valeur de Us.o^ car on a 

2 

mais il y a un autre polynome. 

Si Ton suppose /n = 3, n = 2, le polynome le plus general qui 
satisHnt au systeme (3) est 

H ( 7 X* -+- 3ox\r' -f- i5xy* — lojT* — i8x^^ 4- 3a:) 

4- Iv.r(i2oa:* ■+- iGoar'j** -+- 1^}'* -+■ 4®/' — i2ox* H- i5), 

avec deux constantes arbitraires H et K. Le coefficient de H est» sauf 
un facteur constant, la valeur de U^.^; car on a 

5 

U,.2= 7(7Jr*-f- 3ox^y^ -h i5x/*— lox*— i8a:/'-4- 3x). 

Jo vais demontrer, en general, que le systeme (3) est satisfait par 
deux polynomes du degre m + /i, et indiquer un moyen tres-simple 
de calculer les coefficients de ces polynomes. 

Pour cela, je remarque que la solution complete du systeme (3) con- 
tient quatre constantes arbitraires. En effet, si Ton se donne pour 

x = o, v = o les valeurs de L, -j-^ -#-»-t--7-> on en conciura les 

ax ay ax ay 

valeurs de -t—- et de 



dx* dy* 

En differentiant successivement par rapport a x et par rapport a y 
les equations du systeme, on aura quatre equations qui donneront les 

rf*U rf*U rf*U rf*U 
valeurs de -7-7* , , . ^ , , , > -j-r- Ces valeurs seront finies, car le 

dx* dx^dy dxdy"^ ai* 

• mm 

determinant du systeme de ces quatre equations est 

{l-X')[l-y»)(t-X^.-y^\. 
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El) coDtiDuant de la meme maniere, on verra que toutes les derivees 
sucoessives de U pourront s'exprimer au moyen des valeurs arbilraires 

donnees primilivement a U, ^j— ^ -7- et -j — t-« On conclut de la que la 

* ax ay ax ay ^ 

solution complete du systeme d'equations aux derivees partielles ne 
contient que quatre constantes arbitraires. Cela pose, je cherche un 
systeme d'equations de la forme 

,.rf»P rf'P . d? ,, dP ,„-, 

, ^.rf»P rf'P , ^P ,, d? ,„^ 

V J I dyi J dxdy dx dy 

tel, qu'en posant , , „ = U, la fonction U satisfasse au systeme (3). 

Pour cela, je diflerentie m fois par rapport a a?, et /i fois par rapport 
a/, les equations precedentes; j'obtiens alors un systeme d'equations 
en U, analogue au systeme (3). Les coefficients seuls different dans les 
deux systemes. Je determine ensuite A, h\ h"^ *, k\ k\ de maniere que 
les coefTicients correspondants soient les memes. 

On trouve sans peine que le systeme d'equations cherche est, en po- 
sant m H- n = 5^, 

.,c/P» rf'P , , rfP rfP ^ 

(4) \ 

/ .^d^' d'^ , . rfP rfP ^ 

Les solutions generales des systemes (3) et (4) conlenant chacunc 
quatre constantes arbitraires, on d^duira la premiere solution de la 
seconde. 

Or je vais demontrer que ce systeme (4) a deux solutions polynomes 
du degre iiq. Tun ne contenant que des tcrmes de la forme Ha-*^*j^^ 
i'autre que des termes de la forme Ha?^*"^'j^P'*"*. 

On reconnait tout d'abord qu'un polynome ne pent satisfaire a ce sys- 
teme que s*il est du degre 2q. Soit, en effet, ka^y^ un des termes du 
degi'6 le plus eleve. On doit avoir les deux equations suivantes : 

— /i(A — i)— A/r-f 2A(g — i) — /r H- 25 = 0, 
-- A(A* — i)— AA*-h 2^(5 — i) — Ah- 2</ = o, 




24o ETUDE DE CERTAINES FONCTIONS 

qui peuvents'ecrire 



(A -I- l)(2g — A ~ ^):;=:0, 

(/r-i- i)(ag — /* — /r)=:o, 

Cela pose, soil P =\ ^ii-.v^^J^ un polynome du degre 2q; cherehons 

a en determiner les coefficients de maniere a ce qu'il satisfasse au sys- 
teme (4). 

On aura une serie d'equations analogues aux suivantes : 



j (v -+- 2)ap,.v4.2 = (ft 4- V — 2j)ai»,v. 

Supposons que Ton ait fx -4- v = 25^ — i. Comme aji+j.v est nul, on 
voit que a^^,, le sera egalement. Done le polynome ne contient pas de 
termes du degre 2^— i. On en conclut immediatemeni qu'il ne contien- 
dra pas non plus de termes du degre 2q — 3, et en general de termes 
du degre 2q — k, k elant impair. 

Donnons-nous la valeur M de Uig,^. T^a premiere des equations (5) 
nous determinera, au moyen de M, les valeurs de a2y-2,o» a2y-4^f-» 
^o.o, et Ton aura 

La seconde des equations (5) nous donnera successivement 

Nous determiuerons done ainsi» au moven de M, tous les coefficients 
des termes x^j", dans lesquels jx etv sont pairs, et pas d'autres. Par 
consequent, nous trouvons un polynome qu'il est facile de mettre sous 
la forme M {x^ -+- j* — i)^. 

On pent faire ace raisonnement une objection. Je ne me suis passervi 
de toutes les equations (5) oil entrent des coefficients oc2q.2h,2hl roais il 
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est facile de voir que, pour les valeurs precedentes de ces coefficients, 
toutes les equations qu'on deduit de la premiere du systeme (5), en 
donnanta v les valeurs 11,^^6,..., etqui sont cellesque nous n'avons pas 
employees, sont satisfaites d'elles-memes. Le type de ces equations est 

Si Ton remplace dans cette equation a2^-2A+2,2A ct cc2g^ihy2h ps^^ leurs 
valeurs trouvees precedemment, elle sera satisfaite identiquement. 

Si Ton se donne la valeur N de aa^i.o on determinera au moyen du 
systeme (5), etsans la moindre impossibilite, tous les coefficients a^^ 
dans lesquels jx et v sont des nombres entiers impairs, dont la somme 
n'estpas superieure a 2^. On obtiendra ainsi un autre polynome, im- 
pair en X et en j. Comme on a employe toutes les equations (5), on n'a 
que ces deux polynomes. II leur correspondra pour le systeme d'equa- 
tions (3) deux solutions qui seront des polynomes du degre m-H w, 
dans chacun desquels les exposants de j:, et ceux de j iront en variant 
de deux unites; mais tandis que, dans le premier, les exposants de a; 
seront de meme parile que m, dans le second, ces exposants seront im- 
pairs si m est pair, et pairs si m est impair. 

Je passe maintenant a la recherche d'un systeme d*equations aux de- 
rivees partielles auquel satisfasse la fonction ¥^,12. 

On a 

(6) (i— 2aj;— 26^4-«'4- 6')-'=\ a'"fr"V«,„. 

On en deduit, en differentiant Tegalite precedente, successivement 
par rapport i a?, j, a et 6, 

(7) 2«(i — 2ax-'26^4-a'4- 6')-'==V «•"*" 



dx 



(8) 



6(1 — nax— 2 6^4-fl'-t- 6')-'=V arb^-YT^j 



(9) 'i(x — a)(i — 2ax — nby -h a^ -h b^)~^=\ /wa'"-'6''V«,«, 

(10) 2[y — b){i'-iax — iby-h a^-h b*)~^^\ /ia'"6"-'V«.«. 

jinnaUs scientifiques de Vf.cole Normale superieure. Tome V. 3 1 
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Comparant successWement les ^galiles (7) et (9), (7) et (8), (7) et 

(10), (6) et (7), on conclut 



(x — rt)V orly -"j^ = «V m/r-'fc-V^.^, 



aV a" 6- —r^ = bS a 



a/ ^j ax 



2aS a-fc'»V,,„ — (i — lax — a/;/-h «'-+- 6')\ a"fr" .*'* » 



d'oii Ton deduit les relations suivantes : 

(.3) r%"--^=(«4-0V-....,. 

Dans la derniere egalite, je substitue a la place de *"'" et """' 

leurs valeurs x — J^-" — (/n - 1) V;„_,.„ et y—^ ~ ^V^_,.„ tirees 

des relations (1 1) et (i3), apres qu'on y a remplace, dans la premiere* 
m parm — i, et, dans la seconde, n pnr /» — i. li vient alors 

(.5) (;„ + „ + ,)v,_...= -^-^-j^-r-^^- 

DifierentioDS par rapport a x : nous aurons 



Mais 
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a cause de Tequation (ii); 

dx'^ dx ' dx ^ 

a cause de la relation precedente; enfin 



dx^ dx dy 



m 



a cause de la relation (12), et cette derniere expression est egale, en 
vertu de Tequation (11), k 



X -i — ; m 



dx dy dy 

Done on a, apres reduction, Tequation 

r' ''' dx' ~^^dFd? 

^'^> i rfv dv 

On trouverait de inline 



En ajoutant ces relations (16 et 17), on trouve T^quation 

.' d^V d^\ //'V 

^ ' "" d\ d\ 

_ 3x ^1^ - 3j ^^^ + (m + n)(/w + « H- a) V.,, - o. 

a iaquelle satisfait, comme nous Tavons vu plus haut, la fonction U,„^,. 
On peut remarquer que ces equations (i6) et (17) peuvent s'ecrire 

3i. 
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de la nianiere suivanle, en y reinplaQant Vm,„ par V : 



^/»V 



— X 






d'\ 

r 



ilx' dx 

S d\ d\ , ,.,-| 

(iy^ ^ dy 

r ^v dy . '\ 

Cherchons a salisfaire aux equations (i6) et (17) par un polynome. 
Soit kx^y"^ Tun des termes du plus hautdegre. 
On a Ics deux equations 

— pip — ^] — P^ —{^ '^^)p -^ fnq -f- m(m -4- n-h 2):^ o, 

— q {q — i) -- pq — {m -^ 3) q -{- np -+- n(m-Hn-f-2) = o. 

En les ajoutant, on trouve, apres reduction, 

-— (/> -T- g)(/> -i- </ -I- 2)-i- (m -+- /i)(m -h n -f 2) = o, 
d^oii 

p '\- q ^=1 m -\- n. 

En les retranchant et remplagant dans le resultal p^ — q^ par 

(/? — g)(m-f-/i), 

on obtient une equation du premier degre, qui, combinee avec I'equation 

/> -4- 5 = m 4- w, 
forme un systeme dont la solution est 

pz::z m, q z=i n. 

On voit done que le seul terme de degre /w-H/i du polynome, qui 
est la solution du systeme (16) et (17), est un terme en oc^y". 
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Pour donner une application de ces equations aux derivecs partielles, 
je vais en conclure les egalites 

I I U«,„V^,,rfxdf/=o, / / \]m,nVy,,^dxdx = o, I I \ m^^y ^.^ dx dy zr. O, 

quand m-^ n est different de fx 4- v. 

Reprenons Tequation (18), dans laquelle nous remplacerons sue- 
cessivement N^^ par U et V; nous obtiendrons ainsi deux equations. 

Multiplions la premiere par Mdxdy, la seconde par \}dxdy\ retran- 
chons les resultats, et integrons entre les limites a;^ 4- j^ < i; il vient 

[(tt-+- v)(|:xH- V-+- 2) — (m-hn)(/n-h n -f- 2)] / / HWdxdy 

Nous allons demontrer que le second membre est nul. 
Pour cela, je remarque que Ton a les identites suivantes : 

<— )(vS-«S)-"(vS-0 
.p„_._,,(vg_„g)] .„ 

(.-r)(v$H_„-)_.,(v--„-) 

dy \ dy* dy' J 

•^ \ dxdy dxdy] \ dx dx } 

°L -^V rfx dx)\ ^ ^ /dV dV dU d\\ 

dy \^X ''■^ ^X ^^ / ' 
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— xy V 



dx dy 



dx dy ^ \ rfr dx ] 



dyxy\\ ^^, U ^^JJ /rfU f![y _ rfV rfU \ 

flfx \^.r dx dy dx I 

Si Ton observe, en outre, que les integrales 

Pt 



// 4'--'-'(;^-"f)] 



dxdy^ 



sont nulles, on verra que le second membre de la relation donnee plus 
haut se reduit a 

-/_7.4..(v--u-)x-/_>.[^(v--„-)], 

L'indice x^ qui se trouve a droite de deux crochets, indique que Ton 
a la difTerence des valeurs que prennent les quantites entre crochets, 

lorsqu'on y remplace successivement x par -^ \i—y^ ei — yji—y^. 

L'indice j^ plac^ h droite des deux autres crochets a une significa- 
tion analogue. 

Je vais demontrer que Ton a 

X>[vS-"£]/-/.>[-(vS-"S)]; 

Pour cela, je considere un terme quelconque kx^y^ du polynome 

/7IT // V 

V -T U 'j-\ nous allons voir qu'il donne dans les deux integrates le 

meme r^sultat. Ce resultat est zero, si p est pair, et aussi, dans le cas 
ou/>est impair, si q est impair. Dans le cas de/? impair et q pair, les 
deux resultats fournis par le terme en question, dans les deux inte- 
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grales, sont 

/•I /» I 

4A / [^ I — r'Y y^-^^ dy el 4A / xP-^'is/i-x'f^'dx. 

Or on passe du premier au second, en posant j = v^i — x^. De meme, 
les deux autres integrates du second membre sont ^gales, de sorte que 
les theoremes annonces sont prouves. 
On a du remarquer les fonctions 

qui entrent dans les equations aux derivees partielles. Ces fonctions 
peuvent etre considerees comme naissant du developpement de cer- 
taines expressions, qui ont une relation tres-simple avec celles qui 
engendrent les fonctions U;„,„, Ym^n- 
On prouvera sans difficulte que Ton a 

2(1 — 2flrj; — 2 6^' 4- a^ -f- 6* )-* 

(a»-f-6*)[(i — ax— 6/)»— (rt»-f-6»)(A-'-+- j^'— i)]~' 

On pent se servir de ce dernier resultat pour obtenir directement, 
et sans employer la forme que M. Hermite a donn^e aux fonctions \im,nf 
ie systeme d'equations que nous avons dejk trouve pour ces fonctions. 
Je n'insiste pas la-dessus. 

II m'a semble interessant de donner la solution complete du systeme 
d'equations dont la fonction U,„,„ est une solution. Nous avons trouve 
une seconde solution, qui est un polynome; mais il en existe deux 
autres que nous aliens indiquer. Pour cela, je reprends Ie systeme (4)- 
Remarquant que les premiers membres des equations de ce systeme 
sont des derivees, on en conclura 



('9) 



/ ,N^P d? n ,, , 
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En resolvant ce systeme par rapport a ^ et ^> on Tecrira de la 
nianiere suivante : 

dP 

('9/ { rfp 

On en deduit, en differentiant la premiere de ces equations par rapport 
ay, la seconde par rapport a x^ et en retranchant membre ^ membre 
les relations resullantes, 

Mais les equations (19) donnent 

rfP rfP ,, , , , 

"^ 5jF "" -^^ ^ •^''''^'^^ ""-^'^ ^•^'^' 

d^ sorte qu'on a, entre les fonctions ^ (x) et 9(7), la relation 

Chacun des membres de cette equation est evidemnoent egal a uoe 
meme constante A. On en conclut les valours de ^ {x) et <p (y), savoir : 



(p(jr)zr.-c(i-rr^-t-A{i-rM'~^ r"^ — r- 

Portons ces valours dans les equations (19), et resolvons la premiere 
de ces equations. On trouve, en posant 
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Q.^n(.r)-HC(,-r-r'X' (._.f- ,.■„., 



-4- A(l — 






jij+i 



Br / ,— r ,<i ~, + Ar / dx 

• Jo {i — x'—y')i-' -^ J^ 



[x{i-x^f ^ r — — 
(i — x' — y')t+< 



\»~i./« /».T I J /._^J\»"^V 



ResolvoDS de meme la seconde des equations (19'). En posant 

on trouvera pour Q' une valeur analogue a celle de Q; seulemeut il y 
aura dans Q' une fonction arbitraire de x, x(^). II taut avoir idenli- 
quemcnt Q' = Q. J'ecrirai cettc idenlite de la maniere suivante : 



n(v) + B 



/"a:(i_-x')^'rfx_ _ ,+ i fJ' dr 1 

.^.Arrdx\ •!'L.i^-^r:\ 

i/Jo L (i-x'-x')^*' J 

-u-x'r^ r ^^ r ''j'- - + f'dx r ^^- \ 

^ ^ Jo (,_^,,'-Jo ('-^'-r')'^' X Jo ('-^'-r')^- 

-.Ajx r J AiLzx'r: 

! Jo -^L (i-x'-r')^^' J 

^ Jo (,_^.,'*iJo {•-*•'-.»•')»"' Jo -^Jo (•-^'-r)'-r 

Les tcrmes sont disposes de maniere que le premier membre ne coo- 
tieot que la variable y, et le second membre que la variable x, comme 
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je vais Ic faire voir. Je le demontrerai pour le second membre. La 
derivee, par rapport a j du coefficient de C, peut elrc ecrite 

^ ^ Jo (i-^^— r')'-^'' 

Si Ton integre par parlies le terme du milieu, en consideranl 

J? fix 

, \ nw ^^"^"^6 une differentielle par rapport a x, on reconnait 

immediatement que Texpression precedence est nulle. On verra qu'il 
en est de meme du coefficient de A. Done, en definitive, il faudra 
egaler les deux membres de Tegalite pr^cedente a une constante D, ce 
(|ui donnera 

9+- A^ dr 

-hB(i-.r')' »(,_-,r'__j«)f / pi 

-^ Jo (i-^-r)^"^' 



• y'»J r/- /»V 



/•' r __dxdyi 1 

II est facile de voir que le coeiVicient de A est le second polynome que 
nous avons deja trouve comme solution du systeme (4)- Cherchons en 
etTet les solutions de ce systeme qui sont des polynomes. Reportous- 
nous au systeme (19). II faut que ^(v) et ^\x) soient des polynomes 
entiers. Or, dans ^{y], le coefficient de A est un polynomc entier. 
Cest ce qu*on reconnait immediatement au moyen de la formule de 
reduction 



' aiV-0 i" dr I 






(,_.,...^-i ^^--'/o ,,_^.:;-T ^?~' (,_,.,/-! 
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Done B = C = o. Mais le systeme (19), pour etre salisfait par la solu- 
tion {x^ -H J- — i)^, doit avoir ses seconds membres nuls. Done si A 
est different de zero, il n'a plus pour solution que le second poly- 
nome, qui, par consequent, est le coefficient de A dans la solution 
generate. 

Mais il est facile de demontrer directenient que le coefficient de A, 
que je designerai par E^, est un polynome du degre 29, ne contenant 
que des puissances impaires de x et de y. D*abord on voit que E^ 
change de signe quand on change x en — x, et aussi quand on change 
J en —J. Done si E^ est un polynome, il ne conliendra que des puis- 
sances impaires de x et de y. 



Si Ton considere les egalites 



I 



f 



dz z 

r = > 



-o [i~z^y v^i— 2' 



r^ dz I z ^ I /*" dz 

X (I - r - z^f "■ 2(1 - /') x-O^z^'^ i[i- V) X i-t'-z^ 



on reconnaitra que Ton a 



E, = xr4 I — :r»— r») - / 7 : -f- -^ / 



_r r——^ - rdx( ' r -^—]\ 



Mais 



2 Jo \' — *'Vo I — a?' — 77 

"4 Jo 



^i — x^ — jr 



o f , ^a\» 



{i-x') 



4 v^i — x' 



log 



I — x^-hy X r^ x^ dx 



X r^ dx r C' dx r p dx 



32. 
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Done, finalement, E, = xy. La proposition est done vraie pour ^ = i. 
Je vais faire voir generalement qu'elle est vraie pour une valeur quel- 
conque de q, si elle I'est pour la valeur y — i. 
On a 

/•^ dz __ I z o.q — \ r^ z 

J^ (i-p- z')^^' "" 29(1 ~ o (1 - r- z'Y "*" 2|/(i - n) X (i^i^-zY 



r^ dz _ 2(g — i) r^ dz 



29- ' /. .,v^- 



j\' a 



Si Ton reinarque que Texpression (i — j?') * I ^ est un 

polynome du degre 2^ — 1, on reconnaitra la verite de Tegalite sui- 
vante, a un polynome pres du degre 2q, 

g-i r^ r^ __dxdy__ _ /•' r»^ rf^ rfj I 

"*" q Jo Jo [i-x^-r')' Jo Jo [i-x^-r)'-^^} 

Le facteur entre crochets dans le second membre est une constante* 
car on reconnaitra facilement que ses derivees partielles par rapport 
a 07 et a 7 sont nulles. Le theorfeme est done demontre. 

Nous avons indique anterieurement la maniere de calculer les coeffi- 
cients de ce polynome. On trouve, en representant par AaA+i.aA-i-i 1^ 
coefficient du terme en j^^a+i^ia+i ^^^^ ^^ polyndme, 

M etant une constante independante de h et de k, 

D'apres une formule de reduction indiqu^e precedemmenl, on verra 
facilement que le terme dont le coefficient est B dans Fintegrale gene- 
rale du systfeme d*equations aux derivees partielles pent se mettre sous 
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la forme 



B V I — a?» P -+- B / ri ^-^ log — == — ^ 9 

2.4'0...2^ 2 J I j^i y 

P etant un polyndme du degre 2^ — i, on mettra le terme en C sous 
une forme analogue. 



Developpement effectif de la fonction Um,/i au moyen des fonc- 
tions V, et de la fonction Vm,« au moyen des fonctions U. 

Je vais faire deux applications simples du developpement des fonc- 
tions qui resulte de la consideration des polynomes U,„,„, V,„,„. Je vais 
calculer effectivement les coefficients des fonctions V dans Texpression 
qui donne U,^,!!, et les coefficients des fonctions U dans le developpe- 
ment qui donne V,;,^,,. 

Soit 

On aura 

A !*.> / / Vhl.v U^,v dxdr= I J U«,„ U^,v dx dy. 

On voit immediatement que /x 4- v doit etrc egal a /n 4- w, et que [l 
et m doivent etre de meme parite pour que k^^y, ne soit pas nul. On 
pent done poser |x = m — 2 A:, v = /i -4- ikk, aX- pouvant prendre toutes 
les valeurs entieres paires comprises entre — /i et -i-m, et Ton aura, 
en effectuant un calcul facile, 

. I (m — /r H- i). . . (2m — 2A') (/I -+- A* -+- 1). . . (211 -h ?.A) 

Soit de meme 
On determinera A^,v par I'equation 

A^.v / / U^,v V,.,v dxdx= j j \m,n \V.. dx dy\ 
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Pour la memc raison que precedemment, on pourra poser 

uA variant enlre les memes limites que tout a Theure. 
M. Hormite a fait voir que Ton avail 



t I 



r a6' — ba! 

c'esl-k-dirc 

f [{y^a" 6- V...) ly n'^ b'^ \A dx dy 

t: ab' - 6fl' 

On eonclulde la la valeur de ^^m-u.n-k-^k' Le calcul etant tres-facile, je 
vais me borner a enoncer les resultats. On trouvc 

-V«,-,i^,+,»--( — i)*(w-T-n-h i)(m — afr)l(n-4-2A-)! 

^ 2d {2a-f-i)(a-h*)I(a-A)!(m — A— a)l(/n-*- — a")! ' 

a est un nombre entier. Voici comment on prendra les limites a' et a". 
Si it est positif, on prendra a' = X-, el si k est negatif a" = — it. Ainsi ol 
est loujours egal k la valeur absolue de X*. Pour la limile a'', nous con- 
sidererons divers cas. 

Soil d'abord m < /i. Si /• est positif, on prendra a" = — k\ si it est 
negatif, on prendra, pour a", m — X- ou n-r- k^ suivant que la valeur 
absolue de 2X* sera moindre ou plus grande que n — m. 

Soil 17} = fi. On prendra a' = m — X\ si k est posilif, et, dans le cas 
oontrairo* a" = /i -r- k. 

Soit, en dernier lieu, m^n. Si A- est negatif, on prendra la valeur 
a r- /I -i- X\ sinon, on prendra pour a", soit /n — it, soil w -»- X-, suivant 
que aX' sera plus grand ou plus petit que m — n. 



ANALOGUES AUX FONCTIONS X„ DE LEGENDRK, ETC. ^55 

Definition desfonctions \Jm,m\m*\. . a fx variables y et forme analy- 
tique remarqnahle sous laquelle on pent les mettre, 

Je passe maintenant a la generalisation des fonctions X„ de Le- 
gendrc, pour un nombre quelconque /x de variables. Les nouvelles 
fonctions \}mM.m'\... naissent du developpement suivant : 

[[i—ax — by—cz — ,..Y—(a'-\-b^-¥c^-\-., . ) (-^' -+" 7' "^ s'-f-. . . — i)]*"' 

oil les quanliles a, by c,... sont au nombre de /x, ainsi que les varia- 
bles x, J, 5.... 

Je vais metlre la fonction MmM.m",.,. sous la forme suivanle : 

Pour cela, je me servirai d'une forme particuliere de la formule de 
Lagrange, employee par M. Hermile dans le cas des fonclions U;„„ 
a deux variables. 

Soit 

(ai) ^ {u) ^z u — I [x -^ — Uy y -\- - Uy z -\- u, . . j - o, 

une equation a une ineonnue i/. L'une des racines de cette equation se 
reduit pour a = o, 6~ o, c = o,... a F {xyV, 5,...). On aura la for- 
mule suivante, oil u designe cette racine. 



i T> / ^ ^ 

\ _A_. _^__. __ V. 

(22) < ^'(w) 



b c 

- liy Z -\ M, . . 

2 



Si Ton fait F (a?, 7, 2,...) = .7- -4- y^ -f- s^ -4-.. - i, I'equation f:ii; 
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(levicndra 
ou bien 

La racine qu'il faut considerer est 



Par coDsequent 

:i{u) = [{i—ax—bx—cz—...y^ (a'-h 6*4- c» -4-...) (^'-hj'-hz* -+-...— i)]V 

Si I'on fait <5 (a:,^, z,,..) = i, la formule (aa) deviendra 

[( I — ax — A;-— C5 —...)' — («*-+- 6'-+- c' 4-. . .)(^'-^-7*-^ 3'-4-... — l)] ^ 

re qui demontre Tegalite (20). 



Theoreme sur une integrate multiple. 
II est facile de voir qu*on a la relation 

(^3) j j I [Jm,m^,^'^,„V^y,^^, ,dxdx dz, . . = O, 

les variables elant limitees par la condition a;* 4-^' -f- z* -f-...^r, 
quand m -f-m'-f- m^-f-... n'est pas egal a /iH- /i'4- n" -^.... 
Je le deduirai de la formule suivante facile a demontrer 

/JjF(x,r.5...) dx^dr'dz-^... — dxdrdz... 
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Si Ton fail F(a?,y,z, ...)== U«y ,„//,..., et que la somme/n- /i'h- n"H-... 
soil inferieure a la somme m -+- m'-f- /w"-i-..., le second membre de 
la relation precedente sera evidemment nul. I/egalite (aS) est done 
demontree. 

Cherchons la valeur de Tintegrale multiple 

quand on a m 4- m'H- m"4-... = w -4- n' -+- /i"-i-.... 
D'aprfes I'egalite precedente, cette integrale est egale a 



mlnt'lm"!. . . nln'ln^l, ., 2-H-«"'-*H,."-f....-M.+»'^i."-f.. 



La difTerentielle qui entre sous les signes I | I est nulle, si les 

sommes mH- n, m' -h n\ m!' 4- n", . . . ne sont pas toutes paires, et dans 
le cas contraire, elle est egale a 



^^y^jn^yi^^ 



On est ainsi ramene a calculer Tint^grale 



(25) 



ijhi — x'—x^ — -2'— • • • )-+'»'-^'-*- •• dx dydz. . . 



Or on a, en general, 



les fJL variables dans Tintegraie du premier membre ^tant limitees par 
la condition 
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Done Tintegrale (25) est 6gale a 



(/ 



T^[fj " r(^ + OT-f-OT'+m»-f-...-f-ij 

De quelques autres propriAtes des fonctions Um.m'.m'', . . 

La forme analytique sous laquelle nous avons mis le polynome 
Um.m',m",.. Hiontrc que ce polynome est egal a une fonction de ^•.^*. 
z^,..., multipliee par un certain nombredes quantites x^y, js,..., nom- 
bre egal a celui desquantites/n, /n', m'',...,quisont impaires.Sil'on fait 
abstraction de ces facteurs x, j, s,..., il est facile de voir que le poly- 
nome \im.m\m"..., T^ste toujours positif, pour les valeurs des variables 
dont la somme des carres est superieure a i, et par consequent, qu'il 
ne pent s'annuler que pour les valeurs des variables dont la somme 
des carres est inferieure a i . Pour le demontrer, je me servirai de la 
formule suivante, bien facile a etablir : 

. ,. 1 .3.5. . .(2/1 — i) A(/r — i)...(Ar — in-r-\) 

2.4.6. ..2n (2/1)1 

Cette formule montre bien clairement que, tant que 

est superieure a o, toutes les quantites Ua,o,o» Ua-m,o... sont positives, 
au moins poUr les valeurs positives de x, y, z,...; il en est evidem- 
nient de meme, quand quelques-unes des quantites a?, j, 2,... sont ne- 
gatives, ^ cause de la forme a;,..., z,... $(a?*, j',z',...) de la fonction 
L^«t^',jit",...» si toutefois on fait abstraction des facteurs j?, z,... qui peu- 
vent se trouver, conime multiplicateurs de la fonction $. 

Si Kon donne a v, 3,... des valeurs constantes dont la somme des 
carres soit superieure a 1 , MmM,<^,,^ augmentera constamment avec jr, 
a partir de jt = o; si la somme des carres de j^, z,... est inferieure a i , 
L-jit.Jit'.in''. augmentera encore constamment avec a:, mais a partir de 
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X = ^i —y'^ — z^ — — C'est ce que montre immediatement la for- 
mule precedente. 

Je vais faire voir maintenant que, si Ton donne des valeurs con- 
stantes^ dans la fonction U^v.^^. ^ toutes les variables, sauf une, par 
exemple, aux variables j, z,... de maniere que leurs valeurs satisfas- 
sent a Tinegalite o;^ -i- y ' -f- . . . < i , Tequation en x 

• 

aura m racines reelles par rapport a x. 
En effet, on a evidemment 

Z 6tant une fonction entifere de a?, ^, z,.... Done 






ml m'l m'M. . . 2"+" +"''+ Jar" 



et, SOUS cette rorme, le theor^me de RoUe suffit pour montrer que, rela- 
tivemenl^x, I'equation \im^'jm!\.. = oadmetm racines reelles comprises 

entre — v^i —j^ — «*—... et 4- y i — J* — ^^ —•••. La meme de- 
monstration s'applique evidemment a une variable quelconque. On 
pent aussiy pour demontrer ce resultat, se servir de la belle methode 
employee par Legendre, dans ses Exercices de Calcul integral, pour les 
fonctions X;,, car la forme analytique de la fonction \!im,m\m",... montre 
que Tintegrale 



I 



est nulle quand le degre du polynome 6 [x) est inferieur a m. 

Je suppose, par rapport h x, i racines reelles dans I'equation 
Um,lil'.m^.. = o, I etant moindre que/n, et en faisant, pour un instant, 

f{x)=: (X — Xi){x — Xj). . .{X — Xi)y 

o:,, X2f »r,, . . ., X| etant les racines reelles. 

33. 



26o ETUDE DE CERT A IKES FONCTIONS 

Je poserai 
ce qui donne Tegalite 



I 



Y [x) etant defini par la relation U«^^n",... = F{^)/(^)' 

On en conclut que le polyndme Y[x) change de signe au moins une 

fois enlre — y^i — j'* — z* — .,. et -*- yji—y^— «* — ..., sans quoi 
rint^grale, ayant tous ses elements de meme signe, ne pourrait s'eva- 
nouir, de sorte qu'on peut ajouter une nouvelle racine reelle aux pre- 
cedentes, et poursuivre ainsi jusqu'k ce qu'on soil arrive a la limite du 
degre de B [x)\ c'est done par consequent m racines reelles pour x^ et 
en operant sury, 2, . . ., on trouverait de meme le resultat annonce. 

En operant, comme nous Tavons fait pour les fonctions Um^ a deux 
variables, on trouvera un systfeme de jx equations lineaires aux deri- 
vees partielles du second ordre pour la fonction Um,in',m",.. • Ce systeme 
d'equations est le suivant, en posant 

dM dVi dM , , „ >„ ,. 

x—i — I- r-T — h z -J h. . .— [m -V m' + m -r. . .)U ^ F, 

ax ' ay dz * 

ou bien, en efTectuant les differentiations, 

,yu d'lj d'V , , „ dV 

' rfx* •' Jx dy dx dz ^ ' dx 

rfU d\} 

— (m ^-0/ J (f^ ~*"'^''3 ...-»- (iw -»- /ii' — m" -+-...) (w 4-1) LI =0, 

. V c/U , rfU 
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Definition des fonctioris \m,m\m\... et etude de I' integrate 

Um.m^m^. . . ^ n,n\n\ . . dxdfdz, . . . 



/// 



Les foDctions ym,m\m",... qu'il faut associer aux fonctions V,„^,n',m'\ . 
naissent du developpement suivant : 

On voit immediatemeDt que la fonctioa V,„„,/ ,„//... est un polynoine 
du degre m -i- /n'-i- /7i"-h... dans lequel le seul terme de ce degre est 
un terme on x"^ y^' z"^' .... Je vais demontrer que Tintegrale multiple 

f / I y^m.m'.m'*. Vn.,/,*" dx (ly ilz . , . 

est nulle, si Ton n'a pas en meme temps m = n, in! =l n\ m" --^ n". . . ., 
et je trouverai sa valeur dans le cas contraire. 
Pour cela, calculons I'integrale 

Si Ton y remplaee \im,m\u.'\... par sa valeur, elle deviendra, apres une 
transformation facile, 



m ! m' I m" I 



ff ( ff _4. , ) . . . ( ff _^. ,/l _|- /ll' _j- /yi" -f- . . . — I ) 

. . . 2 \2 / \2 / 



X f f i dxdydz... 



( , _.. X' — J» — 2» — . . . )"+-•'-*-»«''-*- 



(i— 7.ax — ibjr — 2CZ — ...+ a* -f 6' -4-c*-4-...) 



u 



Par une substitution orlhogonale, on tranformera la dernierc inte- 
grale en la suivante : 



B : 1 1 1 dxdydz. . . 



(i — x'— ,r' — 2'--.-.) 



w-Hn'+M'^-h 



H-mH-fli'+in" + 



( I — - 2 rj: -f- /•' ) 

ou r = va* H- 6* -h c^ -h . . . avec la condition x'^ -4- v^ -f .3- — . . . 5 i . 
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Integrons d'abord par rapport a y, z,.. .; nous aurons, en nous ser- 
vant cle la formule (26), 






- I w I m'-^^f/'-¥- 



Si Ton pose A ~ ( i — - a?- ) js, il vient 
Calculons I'integrale 



T""' (' -^')'^ ^ 



Nous deduirons cette integrate des resultats obtenus dans le cas d*une 
ou de deux variables. Le cas d'une variable nous conduira a la deter- 
mination de I'integrale, quand {x est impair; le cas de deux variables a 
la determination de Tint^grale, quand /x est pair. 
On sait que 



X.X^rfx = o ei / Xi«fec = 



3 

• 

1 



in -h I 
done 



I X.(i — 2rar-f-r»r'rfxr= 



in -hi 



Or I'integrale definie du premier membre de I'^galite precedente pent 
s'ecrirc 

n ! 1* J__ , ax* 

ou bien. par une transformation facile, 

1 .3.5. ..[in — 1) 



.4.6... an J_^ (,_a,x-rrM'*^ 
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II est tres-facile de trouver celte somme. On a, en effet, 
done 



a 



/ -h 5 a**' \ 2 fx' -f- 1 2 fx' -f- 3 " / 



ifx'-hi 2 fx' 4- 3 2 |x' 

""a'^'V^V^a ^^,__y^a I 3 5 ' ' 2|tx'~i/ 

II faut remarquer que la recherche que nous venons de faire de Tinte- 

grale precedente suppose que r = y/a^ -h 6^ h- c^ est plus petit que i , 
ainsi que aa' -i- bb* -^ c& -h.,.. La meme observation s'applique au 
cas oil [I est pair et egal a 2jx'. 

Cherchons, dans ce cas, Tintegrale C. Nous nous servirons des re- 
sultats obtenus par M. Hermite dans le cas de deux variables, et que 
nous avons cites au commencement de ce travail. On en tire 



ml 






Tra-fc* (m -+- n)I 

d'oii 



J J (i—^aa: — 2 6j -f- a* -f- 6» )*^-'»^-' ' m -h u 



m -h n -f- 1 



Si Ton fait une transformation orthogonale, Tegalite precedente devient, 
en posant a^ 4- 6* = r^. 



// 



(I — 2rjr 4-r*)'^"+' *^ m 4- n -f- 1 



Integrons d*abord par rapport a / le premier membre de la relation 
precedente. Ce premier membre devient, en posant j'* = (i — rc^) z. 



r 
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d'oii Ton conclut* quel que soit le nombre entiei* p, Tegalite sui- 



vanle : 



/. 



-+■ I 



— 7r 



2 2'*'v 2/ 



Par suite, Tintegrale (27), pour fx = a/j.', est egale ^ 



7r«* 



i.2...(|tx' — i) mlm'l m*I... |tx' -f- m -f m' H- m*' -4- . . . 

Done, quand jx est pair, Tintegrale 



/t:=«e 



/ / / U«vv.. .V„,,^v^ . dxdxdz,.. 

est nulle, si Ton n'a pas en mSme temps m = n, m! = n\ m" = /i",..., 
et, dans le cas contraire, on en voit la valeur. 
L'int^grale 

1 1 / rfxrf/rfz. .. (i-— aor — 26^ — ,•.-+- a» -4- 6* 4-. . .)-»'' 

est egale k 

1 . 2 . . . ( |tx' — I ) ^ fx' -f- n 

ji=o 

oil a = oo' -f- 66' -h cc* -*- . . . . 
La somme prec^dente pent s'ecrire 

Z)e quelques propriitis des fonctvons Vm,m',m*,. . . . 

Les fonctions ^m,m\fi^,,,, jouissent de cette propriety que Tintegrale 
multiple 

\ \ I ym.mf,m^,.yn,^,n*^..,.dxJydz..., avcc Ib condiUon ^*H-/^-t-2>4-.,.<i 
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est nuUe, quand la somme m^-m' 4- /n"-f-.. . est differente de la 

somme n -4- /i' -4- n" -h C'est ce que je vais d'abord demontrer. 

Developpons la fonction U«,m',m", suivant les fonctions V. Soit 



On determinera A,4,iiv,. par Tequation 

= f f f Ui«w.. . U^.rtV, .. dxdydz. . . ; 

d'ou Ton voit que A,4,ii',|i",. sera nul, si la somme jjl -h /x' -+- /x" 

est differente de la somme m -h /n' -h m" -1- On conclut de la que 

^^mM.tnf\ . s'exprime lineairement par les fonctions Vjjt,,jtv, • telles 
que fJL -h fx' -+- /x'" 4- . . . = /n -I- /n' -I- m'' -+- . . . = A. 

Considerons une fonction lineaire h coefficients arbitraires de toutes 
les fonctions Mm,m\m'\ .. telles, que la somme m -h m' -i- m"-+-. . . soit 
ogale a ^, k savoir : 



Cetle somme s*exprimera par une fonction lineaire des V, dont la 
somme des indices est egale a ^» et qui sont en meme nombre que 
les U qui satisfont a la meme condition. Les coefficients des V seront 
des fonctions lineairesde a, ^,7,..., et par consequent pourront pren- 
dre des valeurs quelconcfues, si Ton donne a a» j3, 7,... des valeurs con- 
venablcs.MultipIions la fonction lineaire des U par yk^'A", dxdydz...^ 
et considerons Tintegrale multiple correspondante, prise entre les li- 
milesa:*-i-^*-f-s*H-...5i; elle sera nulle, quelsquesoienta, jS.y,..., si 
A -i-A'-hA"-!-..., est different de A; il en sera de meme de Tiniegrale 
multiple correspondante au produit par Va^',a^. .. dxdydz.., de la fonc- 
tion lineaire des V ; elle sera nulle, quels que soient a* jS, 7»..., et, par 
suite, quels que soient les coefficients de V; done chacune des inte- 
grales correspondante k chaque V sera oulle; done 

\ J /^**'*^- '^'^'^'^^''' dxdydz,..— o, 

si A -f- A' 4- A" -h . . . est different de jx -4- /x' — /x" -^ 
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Mais si ces deux sommes sont les memes, Tintegrale correspondante 
aux U n'est pas nulle; elle est, par exeniple, egale a py, quels que 
soieDt a» |3, 7,...; il en est toujours de meme de Tautre, et Ton a 
autant d'equations que d'inconnues pour deferiniDer les integrates 

/ / / ^A,/if,h",..y\L,[L\\L'\..dxdydz...; mais Tune de ces equations a un 

second membre/? different de o, tandis que. dans le premier cas, 
toutes les equations avaient pour second membre o. Done les infegrales 
correspondantes aux Y, dans ce second cas, ou du moins quelques- 
unes de ces integrates, ne sont pas nulles. 

Les fonctions ym,in',m'\.. ont une relation remarquable avec les deri- 
vees de Texpression 

(i -+- a;' -hY' -4- z' H-. . .) ^. 

Repr^sentons, en eflfet, par l?mM.m'\ Texpression 



mlmMm'^I.. . dx" dy*' dz'^' . . . 

on aura 

[i -4- (or H- ay -h (r -H by -h (z + c)» -h . . .]" — y arb^ c^'.-.P-.v,-^. .., 

ou bien 

Remplagons, dans cette egalite, a par a(i 4- a?* h- y^ -h z^ -1-.. .], 
b par 6(n- x^ -hj'* -*-z^ -4-...)» ^ P^^ c(i-h a?^ -+-y^ -h ^^.•^. ..)» et 
aiosi de suite, il viendra 



^ 
2 



= \ a- 6-' c?-^... ( I + j:» 4- 7' -^ «» + . . O"^'^'^''^ ''*^ 

D'un autre cote, on a 

34. 
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ou bien ,. 

{i + aar-h afcjr 4-20.3 -4-.. .H-a' 4-6^ -f-c'-i-. . ) ^ 

Remplagons-y 

a par av^i-*-a;*-f-/*-hz'-h. . . , 6 par 6\/i.H-j:'H-j»-r z'-*-. . . , 



c par cy^n-x*H-7*H-2*H-. . . , 
et aussi 

^ par — -- ■— 1 y par 



-8 par ? • • • » 

il viendra 



»* 



en designant par {y^^j^^^n!',..) ce que devient V;;,,;^,;^/, ., quand on y 
remplaceo?, y, z,. . . par , , = 



z' 



• • • • 



En comparant les relations (28) et (29)* on en d^duit 

Ainsi, en resume, quand on remplace'dans les fonctions V^,^,^^, 
x,y, z,... par 

^ r 



> , ^ — ^ »*"^ 



on obtient, sauf des facteurs egaux k des puissances de 
les derivees de Texpression 
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Si on (lonne a y^ z^... des valeurs constantes dans Texpression de 
Pm.m',m",...t I'equation P;„;^ „,//,= o admet m racine^ reelles par rap- 
porl k X. Le theoreme de Rolle suffit pour Tetablir, car on pent eerir 



V 



F*.«',«//, ... — K J— J 

Y etant une fonction enliere des variables. Or Texpression 

( 1 4- :r» H- 7^ H- -3* -4- . . . r"'*'"''""" ' Y, 

s'annulant pour 0?= — oo etar = -i-co,sa premiere derivee par rap- 
port a X admettra une racine intermediaire. Comme cette premiere 
derivee devient aussi nulle pour a?=— -20 et/i = -f-'>:^,la seconde 
derivee admettra deux racines intermediaires, et ainsi de suite. Meme 
raisonnement pour les autres variables. 

En operant » comme nous Tavons fait pour les fonctions V;„,;2f on 
trouve un systfeme de /x equations lineaires aux derivees partielles du 
second ordre pour les fonctions ym,m',m'',...> Ce systeme est le suivant : 

dV dY , , IT 

H- m/ -T — h mz -T h . . . -4- m ( m H- m' 4- m'' H- . . . -+- /ix) V = o, 

rfV 

4- m'z -7 — h. . .4-m'{m 4- m' -h m" H-. . . H- ]ut) V ri^o, 



qu'on peut ecrire de la maniere suivante, en posant 

rfV rfV rfV , , „ X.. n 

dx -^ dy dz ^ * ' 

rf»V rfP 

d'y rfp ,0 
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Si I'ou ajoule les equations precedeotes, on trouve 

d\ , ,d\ 

-+- ( m -f- m' 4- m'' 4- . . . ) ( //i-f- m' -+- m'^ 4- . . . 4- jli ) V = o. 

Or on trouve la meme relation, en ajoutant les Equations auxquelles 
satisfait la fonction \im,m\m'\ - 



Remarques sur le developpement d' une fonction quelconque 

F(a:, r, z,. . ) suwant lesfonctions \m,m\m\ ... 

Si Ton pose 

on sait quelle sera Texpression de A^n,;^/,^'', - En se servant d'une 
transformation dcja employee plusieurs fois, on introduit sous les 

signes / / de la valeur de kjt^^ni\m'\ .. I^s puissances d'un facteur 

(1 — QC' — y^ — z*— ...) plus petit que 1, et qui, des lors, sont d'au- 
tant plus petites que les indices m, m\ ni' sont plus grands. En appe- 

lant p,„v,m-. .. le maximum de Texpression dotrd^'dz^' ^' ' 

sous la condition a?* -hy*-H z'-* -h...^i, on a cette limite sup^rieure 
fort simple de A^^'^^^ , savoir, dans le cas de ^fx' -4- 1 variables : 

et dans le cas de 3jx' variables: 



f^m,mf,ii^',.. . ^^ / / / 



I \ «iw-Mi'-Hi/'-4-. 



jut'dijt' 4-1). . .(/:A'4-m -f-m' 4- m*'4-... — 1)2' 

Si done le second membre de la premiere in^galite et le second 
membre de la seconde, multiplie par ^'"'^''^^ •, ne depassent jamais une 
certaine constante K, les termes du developpement de Y[xyy, z,...) 
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ae d^passeront pas non plus ceux de la s^rie 

K^V.,....,. ou K^jls^Sfe-. 
represenlant la fonction 

K{i — lax — 2bf — -2cz—...+ «'+ fr'-t- c"-i- . . .) ' 

dansle3hypothesesa = i, b = i,c =i,..., oaa =-) b= -,c = -,•■■■ 
Mais UD autre genre de coasid^rations permet auss'i de se rendre 
compte de la diminutioa de A„,n'„^, , quand les indices au$;meDtent. 
Si Ton developpe une fonction F {x) d'une variable x, suivant les font-- 
tion X„, de cette manifere F (ir) =\ A„X„, dans I'expression de A,, 

se trouve I'integrale / F {x) X„ dx. 

On sait que la fonction X„ reste toujours num^riquement moindre 
que I'tiniter lorsque la variable x varie de — i ^ + i . On sait aussi 
que cette fonction s'annule n fois dans I'intervalle. Or. au voisinage 
d'une racine, de part el d'autre, X„ a des valeurs egales et de signes 
contraires.si Ton negligedesinfinimentpetitsdu second ordre; cumme 
¥{x) a la m£nie valeur aux inBniment petits pres du premier ordre, 
CD voit qu'une racine de X„ introduit dans I'integrale des elements qui 
se detruisent. Or, quand n augmente, le nombre des racines augmen- 
taot aussi, il en est de memedu nombre des elements de I'integrnle, 
qui se detruisent deux a deux. De m^me dans le developpement 

qui donne 

A.v,-. f f fv„,w.^.. D-,-'.-", d:i!ilydz... 

'.- rrrF(x, /,3,...)U,,_.,-". dxdydz,..., 

on pent fatre sur la deroiere integrate des remarques analogues aux 
precedentes. 
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Le maximum de la fonction U;„ „,'^,„/' .. est evidemment fini pour les 
valeurs des variables satisfaisant a la conditioD x' -hj'^ -h^^ 4-...= 1; 
d'ailleurs nous avons vu que y, z,... ayant des valeurs coDstantes dont 
la somme des carres est moindre que 1, \im,m\nf\.,. s'aonulait pour m 
valeurs de x comprises entre 



— v^i — r* — 2* — . . . el -4- V' — 7* — ^' — 

Sur quelques fonctions analogues auxfonctions 

Soil la fonction 

i.2.../ii.i.2.../i.2"^*^ -^ ' dardy^ 

h etant un nombre entier quelconque positif. 

Cette fonction P,„ „ est un polynome du degre m -^ n. 
II est facile de voir que Tintegrale double 



//' 



est nuUe quand m + /» et /x -t- v sont differents, les variables dans Tin- 
tegrale satisfaisant a la condition x^ -4-^' = i. Mais on peut trouver des 
fonctions Q^^^n telles que Tintegrale 



fjK^Q^..dxdx 

m 

soit nuUe, quand on n'a pas en meme temps m = fi, n = v. Ces fonc- 
tions Qjn^i, naitront du developpement suivant : 

(i— aor— 267-4- a'-h 6')-^"*(x»-f- r*— i)*=V a"*"0.^. 

Cherchons, en effet. la valeur de I'integrale 
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Cetle inlegralc est egale a 
ou bieD a 

a*" 6* 

— i — r(A -+-')( Ah- 2)...(//H-m-f-n) 
ml HI ^ '^ ' ^ ' 

OU enfiD a 

narh" (A -hi). . .(/i -h m -+- /i) 
ml n! m -h n4- A H- I 

ce qui demontre la proposition ^noncee. On voit de plus que Ton a 



// 



'•' 0- -^ * = 1;^ """'::'„':; t:----' 



On prouvera facilement que Tintegrale 



ff{ ^» 4- r ' - « )-* 0-..- 0..V dx dy 



est nulle quand les deux sommes m + /i et jx + v sonl differentcs. 

Les fonctions Vfn,n peuvent etre considerees comme provenanl du de- 
veloppement d'nne certaine expression. On obtiendra immediatement 
cette expression par la forme de la formule de Lagrange* que nous 
avons indiquee anterieurement. 

On y fera 

^(x, x) = (x^ -^ y^ -- if. 

Si Ton donne a a; une valeur eonstante plus pelite que t, Tequatiou 

P^„=: o en J' admet n racines r^elles comprises enlre — \/i — x^ et 

4- V^i — 05*; il y a une propri^t^ analogue pour Tequalion P,„,,= o 
en 07, oii^a une valeur eonstante moindre que i . 

On peut remarquer que Tintegrale / / Pm,«Utt,v (^^ -^ y^ — ^^dxdy 

Jnnales scientifiques de Vtcole Normale supirieure. Tone V. 35 
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est nulle quand m ^ n est superieur a fx -4- v, et que 1 1 V,n,n^^,^dxdy 

est aussi nulle quand /xn- v est superieur a m -4- n. 

On pent trouver des fonctions d'un nonibre quelconque de variables, 
analogues a P;„ „ et Qm,„; on voit immediatement de quelles expressions 
developpees on pourra les deduire. 



DEUXiftME PAHTIE. 



On connait les deux developpeinents suivants : 



— i 1= \ a" sin[(n + i) arc cosxL 

I — lax -h rt^ ^J "■ •■ 



I — ax 



— = \ a" cos( n arc cosx ). 



Jacobi a mis I'expression sin [(n -4- 1) arc cosa?] sous la forme 



n-^i 









1.3.5. ..(2/H-1) dx' 

On pent mettre I'expression cos(narccosa;) sous une forme ana- 
logue ; car, si Ton diiferentie par rapport k x I'equation 



1— -^ 



sm(/i arc cosj:) — (— i)**-' — =— = — -. ^ ■— — 

^ / V / 1.3.5. .. (2n — i) rfj?"-' 



on en tire 



- rf«(i — j:») 



—7 



cos(narccosjr) = (— i)" —-5-^ -. : Ji —jc' — — ^7- 

^ / X y 1.3.5. .. {211 — 1)^ dx 

M. Hermite a fait voir que les fonctions Oi^^n, tirees du developpe- 
ment suivant : 
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pouv^ient se metlre sous la forme 



m-i-n+~ 



(m-f-/i)! (— i)-^"(m -4 - /1 ~f- 1) ^"^"(1 — j:' — /^) 
mini I.3.5. . . 2(m4-n) -4- I dx" dy" 

L'analogie de forme analytique est frappante entre cette fonclion o,„„ 
et la fonctioD d'une variable sin [[n -i- i) arc coso?]. On a 



// 






quand m-^n est different de /xh-v. Les fonctions que M. Hermite 
associe a celles-ci sont les fonctions 'K>,„^„ provenant du developpe- 
ment 

(i — 2ax — 267 ■+- fl»-f &»)"'=> a'"b'*'Q„,^. 

L'integrale / / V)m,n'^[i.,ydxdY est nulle quand on n'a pas en menie 
temps m = ix, n = v, et, dans le cas contraire, elle est eg^le a 
nil 7,] - — i — r-- Je ^^eneralise ces resultats pour le cas 

\ 2m -4- 2/1 -f- 3/ mini ® ^ 

de fx variables. 

Mais M. Hermite n'a pas cherche de fonctions de plusieurs variables 
analogues a cos(narccosrr?). En considerant le developpement 

(i — ax — bx)[(i — ax — 6r)'— («'+ 6')(a:»-f-/*— i)]-' =V«'"6''6v«, 

j*ai ete conduit k des fonctions U^.n qui peuvent se mettre sous la 
forme 



.iw4-n — ■ 



^ 1.2. . .(m -4- n) ^i — x^ — y^ rf*'"*'''(i — x^— y^) ' 

1.2. . .m. 1.2. . ./I 1.3.5. ..[2 (m H- /«)— i] dx'^dy'* 

et dont Tanalogie avec cos(narccosrr?) devientainsi evidente. 

Les nouvelles fonctions Vm,n que j'associe a celles-la proviennenl du 
developpement 

(1 — x»- j^f^(i— lax — 2fcr4 a'-4-6')'^=Va'"6''f«,„. 

L'integrale double / / U,„^„ V^ydxdy est nulle quand on n'a pas h h 

35. 
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fois m = II, /I = V, et, dans le cas contraire, elle est 6gale a 

ml nl im -h an -f-i 

Je generalise aussi ces resuhats pour le cas de /x variables, et je fais 
voir plusieurs relations entre les fonctions 11^^^ ^t t)^,^ compl^tement 
analogues aux relations correspondantes qui existent entre 

sin[(/i H- i)arccos^] el cos(narccosx). 

cl tilde des fonctions Uj^^n- 

Voici comment on peut obtenir Texpression de U^^^ au moyen de x 
et de j^. 
On a 

I — ax — by 



= if -i-- - H- ,' , 1 

a L I — or — by— ^a} H- 6' v** -H 7** — i i — oj: — 6/ -h ^tf-4-6» ^or* -+-/•' — 1 J 



en posant 



Q =: or -h 6j- — ^a} -h 6' ^x* -h 7* — i : 



P et Q soni homogenes et du premier degre en a et b. L'ensemble ho- 
mog^ne des termes de degre wn- /i en a et 6 sera done i (P*^-h Q""^"), 
et Ton a 

(i){ = {ax -^ bjr)'^* 

-h ''^^l^Ll'^^^J^-i:^ [ax - by) ^ «^-^ *«)(x>-r>-. .)-h.... 
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Le coefficient de a"^ 6", dans cette expression, sera la valeur de U,„^„; 
done 

mini -^ i.a ^ -^ 'L(/ii — 2)InI ml(/i — 2)I| 

Cette expression montre que cette fonction est un polynome de 
degre m + n et que ses termes contiennent des puissances de x et de j 
^gales respectivement k m±i 2k^ n± 2k\ k et k' etant des noinbres 
entiers; de sorte que Uj^^m est, dans les quatre cas suivants 



m ^ o, m ^ I , m^Qj m^i 
n^o, n^o, /i^i, n^i 



(mod. a). 



de Tune des quatre formes 

F(x%r), x¥(x\y'), r^{x\x')f xxF{x\r'). 

Du reste, T^galite (i), qui pent s'ecrire 



1.2 

montre que, hors du cercle oj^-h j*— i = o, el, pour des valeurs po- 
sitives de a? et de j, U^^„ ne peul pas s*annuler; done ¥{x^,y^) est 
essentiellement positif hors de ce cercle. 

Done la courbe Um,n = Of si Ton fait abstraction des facteurs x ou/, 
est tout entiere comprise dans I'interieur du cercle a?* -h j* = i . 

Voici les valeurs de U^^^ dans les cas les plus simples : 

«/.,. = !, 

Ui,. = x, 

£/,.,= IX* -\- y^— I, 

^M = ^r* -«- ^' - '» 

U,,. = ix' -h 8 j:»7» -f- /* — 8ar' — 2/» + i , 
U.,, = 8/* — 8a;' J' -4- j:*— 8/»— 2j:'-*- i, 
i/,,, = 8j;*-*- 8/*H- 22 j:'/'— iox*— io/*4- 2, 
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6,., - 6:r»7-^ 3r*— 3/, 

^0.3 - ' 3 /x ' -+ 4 r ' — 4r» 

l/\,i :rr 16 3?^* -4- I 2 JC^J — I 2Xr. 



Pour mettre U^,, sous la forme analytique que j'ai aunoocee, je me 
servirai de la formule de Lagrange modifiee, telle que je Tai employee 
dans la premiere Partie (22). 

Faisons 



on aurn 



F('^.r) = -^'-^r'— «» 9(^»r) = 



ri[u).^u^l^x-^^u^ -(r-^ -«) 



* 



V^p'-f-/'— - 1 



Si Ton pose 



a' 4- 6' , 

— i|2-f_(i _- flj; _. 6^)tt — ( j:'-+- j-^— l)l=r o. 



G - a' -h b\ 
}^zrz\ — ax — by% 



Tequation precedenle devient 



— -7«'-^Ha — K — o. 
4 



On en tire 



- H dz v/H'- GK H =b v/H»- GK 

U -TT 1 

G -^ G 



La raeine qu'il faut prendre est 



H-v/H ~Gk 

It — o :__ 

' G 



On a 






(^ 



a 



b \ I 

- a) = -r: 
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Or 

j__ _ 2. !i^ 

v'" ~ » / H - Jn'-~GK ~ v/h +WK - \/H-i/GK 
V " G 

Done, le premier membre de la formule de Lagrange devient 

^ -- - 3. ' [(H _ v/GK )■ V (H 4- sm ) '] • 



Vh»-gk(v'h + \/gk-v'H-v/gk) »v^k 

Si I'on se reporte aux valeurs de P et de Q employees precedem' 
meot, on voit que cette expression est egale ^ 

W[(«-PrV{«-0)"']- 



L'ensemble des termes homogenes de degre m + /t en a et 6 est 

-J-'- (P---4-Q--) --m^r^i^- 

2^^' -f-^»— I 2.4.0. . 2(m-+-n) 

Done 



_ V /~7 '/j 2 4-6' ' .2(m + n ) a'"fc" rf'"^'' ( j;* -h /' — i ) "~ > 

— -^ V"^ -4-^ — I ,3^5^^^|-2(;„_|_;,)_",^ ml /il2*+'» dx^dy ' 

le signeN s'etendant a tous les termes pour lesquels la somme (/n + n) 

est constante. 

Si Ton serappelle que ^ — designerensemblehomogeDedes 

termes de degre m h- /i en a et ft dans le d6veloppement de Texpres- 
sion 

(i — ax -- b)*){{i— ax— by-y— (a'4-6')(^* -+-/'— ')]"'» 

00 en conclura 



uH-w— -^ 
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On voit que U,n^„ peut se representer par h — ^ -r-^ — ^ h elant 

une coDStaate, et X un polynome en xeiy; par consequent le theo- 
reme de RoUe fait voir que la courbe U^^„ = o est coupee en m points 
reels par toute droite parallfele a Taxe des x qui rencontre le cercle 
x^^y2 :;^|,De meme, toute parallele k I'axe des y, qui rencontre 
aussi ce cercle, coupe la courbe en n points reels. 

Relations entre les fonctions U ei v. 

Je vais maintenant etablir diverses relations entre les fonctions U et 
XD. On a 



f/x ' (m— i)lnl i.3.5...[a(m-4-n) — i] dxrdy* 

d "O 

En coraparant cette expression de — -r^^ a (/,„,„, on en deduit 

dXDm-i.n _ m -. 

ax ^i ^ X* — x^ 

On aura de meme 

d t^«,«_, n 



■M-n— - 



U^,n 



dy yji — x^ — y 

Ces relations sont tout a fait analogues a la relation 

,,, rf sin (/I arc cos j:) n 

(3) J ^ = ==?cos{/iarccosx). 

dx ^i^x' 

II ne faut pas s'etonner qu'on compare k U^^n, tD,„.|,„et ^m,n^i et non 
pas XDm^n* car si Ton considere les deux developpements 



I — ax 



I — lax -+- 



\/i — x^ 



— =N a«cos(/iarccosx), 

— =\ a"sin[(/i -4-i)arccos^], 



I — 2ax -+- 
c'est le coefficient de a'*'* dans le second d^veloppement qui contient 
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sin (/larccos^r), tandis que, dans le premier, c'est le coefficient de a" 
qui contient cos (n arc coso?). Mais on a aussi 

,,, rfcos(narccos:r) n . , 

(4; —-j = sin(/»arccosx). 

ax ^i — x^ 

Cherclions a voir la relation analogue pour nos Fonctionsde deux varia- 
bles. Pour cela, je remarque que Tegalite (4) conduit a Tidentite sui- 

vante : 

I ^ax a 

D, ■ — ; = rtD 



\— lax -¥ a^ "^ " I — lax -^ a^ 



Reciproquement, voila une identite qu'on pent etablir directement, el, 
en partant d'elle, on pent en conclure Tegalite (4). Operons de cette 
derniere maniere dans le cas de deux variables. En d*autres termes, 
comparons 

I — ax — hy 



D, 



(i — -rtr — hyy — [a^-\- ft')(j:^-f- j^ — i) 



ax^a 



(i — or — hyY — («' -^- ft*)(x'-f-.r' — i) 



On verra facilement que Ton a 

I — ax — hy 



D, 



{x— ax — hyY — («'-+- 6*) ( ^' -H r' — i ) 



I r ^ a V I — x'^ — y' 

VI — x^ — r' L i^ 



r 



ax — byY — (d^-\-b^){x-' -f-^>-' — i) 



+ ft' Da iizi^zir 1, 

ou bien 

dx ~~ jY^x^~^r^ \_ da da A^ 



^i — x^ — y 

done 

d Um.n I 



:=. [ni t)«-,,„ -+- ( m -h 1 ) tW,,,-,]. 



dx ^i — x^ — y^ 

jinnttlet teitntifiques de VtcoU Normale supcrieure. Tome V. 36 
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On a de ineme 

dUm.n I 



^r sl\ — x^^y- 



{n-Om.H-^x -f-(/H-i)t)«_,.„^.,]. 



L'analogie n'est done pas complete -avec Tegalite (4). Mais, si /i = o 
ou n^ \, alors t);„H-i,«_j est nul, et la premiere des relations prece- 
dentes devient analogue a la relation (4)> puisqu*elle donne 



dU„,,n m 



dx 



V^ I — x^ — y"^ 



II en esl de meme de la seconde, quand m.= oou m= i. Examinons 
les deux premiers cas; on traitera de la meme fagon les deux derniers. 
Soit d'abord n = o, on a 



t-'/n.O -- — ■ ei i — 



rr. \)m-t,9 j 



m dx dx y/ , __ ^a _ y^ 

d'oii Ton deduit, en multipliant membre a membre, 

^"'* ~dr - " ^-''* S^ ' 

done [Ufn^o]'^ ^~ (^m-i.o)* ^st une quantite constante relalivement a x, 
c'est-a-dire une quantite independante de x; je vais demontrer que 
eette somme est egale a (i — y*)*". On aura alors un theoreme ana- 
logue a celui qui est exprime par Tegalite sin^y -h cos^y = 1. On a 






L,„ , = (— I V" \/i — x' — x' d'"{i — x'—x'f ^ 

1 .3.5. . .(2m — I J dx^ 



-i 



1.3. 5. ..(2m — 1) dx^"* 

Posons , = x\ d'ou dx — Jx — y* dx\ \\ viendra 



1 .3.5. . .(2m — i) -^ ' dx"' 



I 

m — — 



t),_,..-( "J ,.3.5...(2m-i)^' ^> dx'" 
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ou, en posant ccf ~ cosy, 

m 

par consequent 

Mais, si au lieu de supposer /i = o, on suppose n =i, la quantite 
(^/it.i)^ -^ (t);„-i,i)^ est encore une quantite independante de x. Voici 
comment on pent obtenir ('expression de cette fonction de r. On a, par 
une transformation facile, 



1 . 3 . 5 . . ( 2 m — I ) '^ a a: 



m-^j 



m 






par consequent, 
done 

On peut remarquer aussi les formules suivantes. Si I'on fait j = cosij^, 
07= sin tj; cosy, on a 

Um,9 =^ cosmy sin'"i|^, 

£/„,, = (m -+-i)cosi|^ sin*"^ cosmcp. 

Enfin je donnerai encore la relation deduite de Tequation 

V L r » — ax — hy sr^ , ^ 

yarly L^n = -. - > «-&" t)«,«. 

Cette relation est 

yi -— x^ — y^^ 

36. 
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Sur qiielques integrales doubles. 
On a 

C Ck, »«'""^"(>-^'-r')"*'"' j j 

/ \¥{x,r) ^^ T j-^^— ! dxdy 

= ^~ ' ' / / dx"dr- ( ' - ^' - .>•' ) '/^ '/r, 



i< t. 



les variables etant limitees dans les deux integrales par la condi- 
tion x^ -i-y^Si. 

Si Ton fail F [x, y) = U^^^, el que |x -h v soil inferieur a //i -h w. Tin 
legrale precedente sera nulle; donl Tinlegrale 



// 



^ 1 — X^ — >•' 



dX (IVy 



les variables elant limitees par la condition precedente, est nulle quand 
les deux sommes m -f- n et jx -f- v sont differentes. Cette propriete est 
Tanalogue de celle qui est exprimee par la formule 

Jcosmcp cos m' (^ d (Si = o 
o 

quand les nombres entiers m et m' sont difTerents; car si Ton fait dans 
cettc derniere formule cosy = x, elle devient 

J^"*"' cos(marccos:r) cosfm'arc cos^] , 
dx =: o. 

Nous allons voir aussi la formule analogue a la suivante 



Jcosmcp sin/icp sin(p^9 = o, 


si le nombre entier m est different de /i — i et de /« n- i. En posant 
cos® = X, cette formule devient 

I cos(/n arccosar)sin(n arc cos a? )</:(: — o. 
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Si, dans Tegalite 

oil K est une constanle, on fait V {x,y) = U^^^^ il vient 

Done, si Ton a ]ul 4- v < m h- w, on a aussi 

Mais supposons maintenant que ]ul 4- v soil superieur a m h- /i. On a 



Fix,x)i-v^,'>dxdx 



Faisant F(j?, 7) = v),„,„, il vient 
/ jv„,nC^..dxdx 

=K,-,r-//;.-.-rr--' "-'^^^'"-- ^./.. 

V^i — jr^— -j'^ ^w./iCsl iin polyn6medudegre/wH-/i4-2; doncsi m-\-n-\-'2 

est plus petit que ]ul -f- v, I'inlegrale / / tv« l^^.^dxdy est nulle. 

On reconnait ainsi l*anaiogie que nous avions annoncee. Cepcndanl, 
pour qu'elle soit complete, il faut que Tintegrale precedente soit aussi 

nulle quand jui -i- v est cgal a w -4- w -h i ; or \ i — ^* — y^ '^^m,n esr un 
polynome dans lequel les exposants de x et de v varient de deux uni- 
tes; il en sera de meme de sa derivee d'ordre /w 4- w4- 1 . Cette derivee, 
du premier dcgre, conliendra done a: et ja la premiere puissance, mais 
n'aura pas de terme constant. On voit alors qu'en associant a certaines 
valeurs de x et de j, les memes valeurs prises en signe contraire, on 
formera deux elements de Tintegrale de signes conlraires, mais egaux 
en valeur absolue; done, en definitive, I'inlegrale est nulle. Ainsi Ta- 
nalogie est complete. 
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Snr lintegrale double j j U,„,n f^ii.v dxdy pour x^ -f- y 



- <,. 



1 I. 



Les fonctions K^.w proviennent, coinme nous Tavons dejk dit, du de- 
veloppement suivant 

On voit clairement que, sauf le facleur {\ — x^ — y^) \ Vm,n sera un 
polynome du degre m-h n, dont le seul terme de ce degre sera le terme 
en a?*" v", et dans lequel les exposants de x, ainsi que ceux de j, seront 
tous de meme parity. Voici les valeurs de Vm,n dans les cas les plus 
simples. 

Kn posanl (i — jl'^ —y^) ' = p, on aura 

2 

3 

3 

^'•. . = p.>', ^'.« = - P ( 5 ^'r — r ), 

7. 2 

2 4 

f'... = gP(35r'-3oj'+8), r,.y=^p{^xx'-ixr). 

Je vais f;^ire voir que Tintegrale double / / i^m.ii^it,v^^» dans la- 

quelle les variables sont limitees par la condition a?^ -+-7^ = i , est nulla, 
a nfioins que Ton n'ait m = ]ul, /i = v, auquel cas je donnerai la valeur 
de Tintegrale. 
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Pour cela, cherchons I'integrale 



287 



A = r Ai — la'x — ib'y-^ a" 4- b'')" ^ [\ — :r' — /'fMi — ax — by) 
X [( I — a^ — by)^ — (rt» 4- 6») ( J7' -4- 7' — I )]-' dx dy 



effitre les memes iimites que precedemmenl. 
Faisons 

a" -+-&' = r\ a"" -h ft" = r'% 



X = 



' y 



aa'-^bb' . ab' — ba' . ^ 
; — = COS0, : — = sinG, 



rr 



rr 



Alors 



el Ton a 



dx dy=zdldny x^ -^ y* = I* -h yi\ a'x-hb'y 
ax -h by = rllcosO 4- r, sinO), 



r'L 



A — r fdldn{i — ar'E -h /•")' ^ ( i - ^^ - rj')" ^ ( i — r oosl^H - rsin dn ) 
X [(I— rcosQl— rsin^yj)'— /•»( S' 4-73^-1)]-', 

les variables nouvelles 2 et v^ etant egalement limitees par la condition 
?^ -f- Yj'^ I. On est conduit a integrer d'ahord |)ar rapport a yj, c'esl-a- 
dire a Tintegrale 



H r.^ / dn 



I - /cos 65 — /sin 6/) 



dn 
y/i-V ( I — 5' — y?' )* [( I — /' cos 0H — r sin 0y) )' — v^ ( ?' H- y:' — 1 )] 



Changeons de variables et posons >j ^ y ' — ?"* cos^, il vieni 



B 



X 



Tf 



V^i — 5'sincprfcp 



X - 



I — rcos©^ — /sin© v/i — ^^cos^ 



\/i — 5'sincp [(i -- rcosGc — rsin^y^i — H'coso)--;- /•'(!— ^') sin' 9 J 



ou bien 






L — M cos 9 
M cos©)* '\- iN^sin'o 
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si Ton pose 



Mais Tintegrale precedente peut se transformer en la somme de 
deux autres, savoir : 

B-i f '^- +i r ^ 

^Jo I^ — Mcos9 — iNsin(p aj^ L — M coscp -h iN 5)09 
La seconde de ces integrates est egale a 

2 J^ L — MCOS9 — • iN 5109 ^J-TT L — M COS9 — /N sin 9 

de sorte que I'on peut ecrire 



M C0S9 — iN sin9 

Soit 

I I 

-s H — z 

z z 

e'^'rziz, d'oii zi(p = dzj cos9 = » isin9=: 

9. 9. 

On est conduit, pour avoir B, k integrer le long du cercle e'^' = z, 
ou x^-hy^ = 1, la differentielle 

dz dz 



2 /z \ L - M - N ^ 

\ 2 2 

Le resultat estegal a in, multiplie par le residu de 

I 

2LZ— M(2»-f-l)-N{2» — l)' 

dans rinterieur du cercle z — e'". Si je fais dans le denominateur de 
Texpression precedente, successivement z= — i et z = 4-1, j'obtiens 
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les deux resultats suivants : 

-2(L-4-M), 2(L-M). 

m 

Dans rhypothese (ler<i, que je suppose, la premiere de ces deux 
quantites est loujours negative, la seconde toujours positive, quand S 
varie de — i a h- i . Nous en concluons que Tequation 

' a deux racines reelles, dont I'une est comprise entre — i et -h i . Si Ton 

L dz JU-h N' M' 

resout cette equation, on a 5 = ~ — ^^ > LetM-hNetant po- 



situs, c est la racine z = \y^ — ^^r; qui est comprise entre — i 

et -+-I. 

Done le residu cherche est egal a la valeur de P tiree de Tidentile 



(M-4-N)z»-+-?.Lz-(M-N) 

P 






d'oii 

I 



p^ _,,^ 



2 V^L' -+- N» — M» 

Ainsi, rintegrale B est egale a 



TT 71 



et Ton a 

J— I yi — 2r'5 -h r'*yi — ircosQl -f- r* cos'0 

On peut maintenant calculer cette integrate par les procedes ordi- 
naires. 

Mais on peut I'obtenir facilement en se servant des propositions con- 
nues concernant les fonctions X;,. Remplagons i par x dans Tintegrale 

Atmalts scientifiques de I'tcolc Normale supirieure. Tome V. 3 'J 
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preccdente: elle pourra s'ecrire 

\^rj (S r'" \„\ (S r- cos"6 X.) dx, 

d'oii 



/t ^« 



(rr'cosOY tt , i-hs/rr'cos0 



— 2r > ^^ ~ - 7- log 

^ 2/i-f-i i/rr' cos 



^rr' cos I— ^rr' cos 

ou bien 



/l=o 



A =: — ■ log 



» 



V^aa' -1-66' i — sJaaT^-bb' 

si I'on reinpiace rr' cosS par sa valeur aa' -f- bb\ II faul remarquer que 
la recherche de I'int^grale simple prececJente, telle que nous I'avons 
taite, suppose que r' et rcosd soient moindres que Tunit^. Commc ii 
nous avail deja fallu auparavant supposer r moindre que runile, 
on voit que la valeur precedente de A suppose, en definitive, r et r' plus 
petits que 1 . Celte valeur de A ne change pas, quand on y remplace a 

a' b' 

et a' par al et —> el b et b' par bu el — • Done Tintegrale 

/ / rf^ rfj ( \ rf" 6" /- w U^,nj I 2.a^ 6* t-^ U-' r^A 

est independante de t et de u, quels que soient a, b, a\ b\ pourvu que 
Ton aila*-H6*<i et a'--h6'*<i. On conclut de la que Tintegrale 

/ / ^/n,« ^|jL,v dxdy est nulle, si Ton n*a pas a la fois m = ]ul, n = v. Si 

ces conditions sont realisees, Tintegrale est egale au coefficient de 
[aa')"^ {bb'Y dans Texpression de A developpe. On voit immediatement 
que ce coefficient est egal a 

27r (m-hn)! 



2/w H- 2/1 H- I m\ n\ 
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De quelques proprietes des fonctions ^^ „ . 
Si Ton cherche a developper la fonction '*'" =r^ au moven des 



Fonctions V^^^y les coefficients Ajj^^ du deyeloppement 

I — x^ — r' ^ 



A V 



V I — X' — y 

se determineront par Tequation 

et, d'apres ce qu'ou a demontre plus haut, on voil que Ajj^^v sera nul, si 
a -h V est different de m -H /i. Done la fonction "*'" - s'exprimera 

lineairement au moyen des fonctions V^^^, telles que jul -+- v = m -f- n. 

* Une fonction lin^aire quelronqne des fonctions *'" — i telles 

^ Ji^x'—r' 

qu^/n+ /I =A, a savoir : 

« — -^' — + p ^*--' ■ 



v/i — x^ — jr^ ^1 — x^ — ^' 

s'exprimera lineairement au moyen des fonctions V^^^, telles que 
jjL-hv=A. Si Ton multiplie la premiere fonction lineaire par 

v/i— x^—y^ V/t^/t'dxcly, et que Ton int^gre, on voit que, si A -+- A' est 
diffi^rent de K, Tintegrale sera nulie ; d*ou Ton conclut que Tintegrale 



ffdx dy^i - ^»-7» Fn,,„ r^. 



est nulle, si m -h n est different de jx -h v. 

On pourra voir facilement qu'on pent deduire les fonctions V^.n des 
fonctions U^^n P^r la resolution de systemes d'equations du premier 
degre, de la meme maniere qu'on Ta fait, dans la premiere Partie, pour 



deduire les fonctions Vjj^^v des fonctions Ujj^,v- 



37. 
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Si Ton subslitue dans la fonction V„„, a la place de^, -7 



r' 



el, a la place de j, 



r 



^i-¥-x^-hy'' 



1 elle devienl 



(-0 



m+n 



OT-f-n 



I . 7 . . . /7t. I • 2. . ./I 



(i-hx^-hx^) 



+ 1 



dx^dy" 



Systemes d equations aux dirw^es partielles pour les fonctions 

La fonction 'Om^n satisfait aux deux equations lineaires suivantes aux 
derivees partielles 



(5) 



ou 






rf»U 



rfj 



rfP 



-— /-^j^ — (/n-i)P=o, 






C/JT 



et Ton reconnait ainsi ieur analogic avec Tequation 

. ^.d^Y dy 



a laquelle satisfait la fonction j = sin [(n +1) arc cos^J, et qui pcut 



s'ecrire 



d^ 

dx^ 



— X 



4''^-("-^'^^] 



dx 



-('*^o(^^-('i4-i)r)=o. 



La fonction tp^ „ satisfait aux deux equations suivantes : 



(6) 



ou 



rf»V 
dx^ 

d'W 
dy' 



d\ 
dx 



X --z hmP = o, 



rfv 



P = x^-f-/^-4-(m-h/i-f-3)V. 
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u 

Pour la fonction f/,„„, ou plutot la fonction *"'" =He donnerai les 

equations 

oil 

et Ton reconnail ainsi leur analogic avec Tequation 

d^ Y dy 

a laquelle satisfait la fonction j= cos(narccosir), et qui peut s'ecrire 
en posant 



It \/i — X' , . r 



dx \li — x' 



Enfin la fonction F„,„, ou plutot F,„,„ >/' — ^* — J* . satisfait au sys- 
teme 



(8) 



ou 
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Generalisation de la fonction sin [(/? -h i ) arccos.r]. 
Gonsiderons ie developpement suivaDt 

Soient 

^ — ax -h ftj-h C5 4-. . .-+-(«*-(- 6'4- c'-h. . .)'(^'-+-^'-+-^'->"- • • — 0% 
Q ==: aj: -f- 4>j -h C2 4- . . . — (a» -h 6' -+- c» -I- . . . )* (^' -H J* -h 2' -+- . . . — I )^ 

L'expression precedente pourra s'ecrire 



iVrt' -f- />»»"4- c* + . . r \' — 



I 



de sorte que I'ensemble homogene des termesde degre ^en a, 6, c,..., 
dans le developpement, sera donne par Texpression 

(pKf-._Q*+.). 



Nous allons la mettre sous une autre Forme, au moyen de la formule 
de Lagrange deja employee. 
Faisons 

F(x,7, 2,...) = j:*-h/'-h z' -+-...— I, ^[x,y,z.,, =:(ar*4-7'-+- z'-f-. . .— i)^; 

on aura 

^(m) = — — a»4-HM — K = o. 

La valeur de u qu*il faut prendre est 



« = . G ' 



on aura 



\ Js ^ tit I 
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Le premier membre de la formule de Lagrange devienl, apres des 
reductions faciles, 

\/rt» -h 6» -h c' -f . . . 

L'ensemble homogene des lermes de degre A, en a, b, c,..., dans 
cetle expression, est 

i.3. 5...(2/f^ i) __ 



\/a'-i-6»-+-c'-h... "^^ 6. .(2/, -f- 2) 

ei cet ensemble est egal a 



(.p*+l_Q*-HI); 



m+m'+m^-h •*■ x 



celtesommes'elendant a tons lestermespour lesquels m-h/w'-Hm"-i-. 
est egal a k. Done 

( m -f- m' -i- m" -h . . . H- 1 ) 1 



l')».v,-.^... = (— 



m-hm'-^m"-^ 



m I m' I m" I . . . . 

1 

s^ 

1.3.5.. .(2/ii-ham'-h2m"-f-. ..-hi) 



m-f-m' -4- #«"-»- . +-^ 



On voit immediatement que I'integrale 



/// 



^ rfx c// dz . . , 



avecla condition a?^-+- j' + z^ -i-...^i, est nulle quand]ui-f-]ui'H-]UL"H-... 

est different de m -f- m' -h m" h- 

Nous allons associer aux fonctions precedentes les fonctions VVm'.///', 
provenant du developpement 

(i — 2aj: — 267— 2CZ —...-+- a* -h 6* H- c» -+-...) ' — > a"6^V""..,'C| 

On va voir que Tintegrale 



«t,m',«",. .• 



/ / I dxdxdz.,.Vn.^,n^\ V„,^,,n", 



est nulle si Ton n'a pas en meme temps n = m, n' = m\ n' = m'.... 
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Pour cela, considerons Tinlegrale multiple 



A :- / / I dxdydz. .. t)«..<m". 



!*+• 



X (i— 2flw: — 26^— 2C2 — . . . -f- /i^-+- A'-+- c'-+-. . .) ' . 

Par des transformations analogues a celles que nous avons faites 
dans la premiere Partie, on mettra cette integrale sous la forme ^ 



{ iZ V"^-' (ni -^ m' -\- m" -^ . . ,-i-\)\ o^A"' c^' . . . 

^*'^ mlm'lm'M... i .3.5. . . (2m H- 2m'-H 2m"-f-. . .-hi) 



X(,a-+-i)(|tx -f 3)... [fjL-h 2 (m -4- m'H- m" -+-...) — '] 



r (m-+-m'H-m"-4-...-+- -J ^ 



^ 



r ( i- -4- m -f- m' -4- m 



ou 



-£ 



_,, H + m + m' + m". 



(i — 2r^ -4- /•*)» 



r est egal a \/a*'* -t- 6^ -f- c'-* h- . . . . 

Je supposerai d'abord le cas de /x impair, soit /x = a/x'-i- i. 

En se servant des resultats obtenus dans la premiere Partie pour la 
recherche d'une integrale analogue, on trouve 



-^ 71^ 1.3.5. . .[2(|tji'-i- m-h m'-»-m"-+-. . .)-^- *] 



2«^' 



et 
A 



___TV^arbr' cr ,,, (/n-+-m'-i-m''-f-. . .-hi)! 



^'I 



m 1 m' ! m" ! . . . 



jut' -+- m -f- m' -4- m*' -h . . . -h 



La proposition est demontree. 

Concluons de ce qui precede la valeur de Tintegrale d'ordre 2|ul'-4- i 

/ I /rfj:rf^'rfz...(i — 2ax — 26/— ...-h«»H-6*H-...)-(»''-^')(i--^>--j2__ ji 

X[(i-a'j7 — 6'/ — ...)' — (a"-f-6"-h...)(;r'-+-^'4-...--i)]-«. 
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Si Ton pose na'-h 6A'-f- cc'-f-...= a, cette integrale est egale h 



fl':^ T> 






2 |CX' 1 ^^ |UL 
/i=o 



mais 



S^ = i^[-'^^^'"*'-T-'-^]' 



done 



n=:o 



/l=:30 



/7 V «" 



I — a) H 1 h . . 

I 2 



7 J " t:^ 



SupposoDs /x pair et egal a 2fx'. On trouvera 

7.^' [m-r- m'-h m"-i-. . .-1- i)l. . . 



A = 7:'*' 



1.3.5. . (2/Jt'— l) 



m 1 mM m" ! . . . 



X-/-7 



7.(11' -^ m -\- m' -{- m" -{- ..)"+-» 

En posant (w! -+- AA' f- cc' -h . . . = a, on Irouvera que Tintegrale 
d'ordre 2/x' 



/// 



dxdydz,..{\ —^ax —26/— ...-+- a' H- 6'-+-...) ''(i — :c^ — j^-' — ...)' 



X [( 1 — a' ^ — 6' J — . . . )' — ( «" -H *" -+- . . ) ( -^^ -+- r ' -^ • • • — 0]~' ♦ 



est egale a 



I 3.5...(2/jl' — i) a»*'[^2(i — a; i 



/x'-i , (f/--2)a (fx'-3)«^ 

3 "* 5 



H ; ^ , log - 






On verra facilement que la quantite 



/ / i dxdydZ. ,, Vm.n^.m*'. . '^n,n\n».. . ^ \ — X' — V^ — Z' — . . . 

est nuUe, si les sommes m -h m' -h m" -h... et n -h n' -h n" h-... sont 
differentes. 

Annales scientifiques de I'Ecole Nor male superieure. Tome V. jo 
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Enfin, j'indiquerai encore des fonctions analogues aux fonctions 
Soit 

^Pm.*./.-.'/.. . = K^,m'.m'^.,..{ I — ^» — r* — Z» — . . . )"^ 

^ ^* ± i , 

dx^ dy'^ dz"^' . . , 

oil h est un nombre entier, el YL„^^„^^m!\... une constante.On aura, si les 
deux sommes m h- m' h- m" -4- . . . et /i -h /i' -4- /i" -h . . . sont diflferentes, 

^ ^ ^dxdydz.,.{\--x^-^y-'--z'''-,,,^'''^(i^,^,^i,,,.<in,^,^,_=o. 

Consid^rant le developpement 
on aura des fonctions ^;„^„/,^/^ telles, que I'integrale 



.ilii-A 



/ / jdxdxdz.-.i\,^M'. .^-v..". 



sera nulle, si I'on n'a pas simultanement m =z n, m' = n\ /w" = n'\. . 
et que I'integrale 

j* j^Jdxdrdz...{i---x'-x'-^'--'''f^''^\'^.'>^.'^,. t-y-'-^. 

sera aussi nulle, si Ton a m 4- /w' -+- /w" -4- . . . ^ /i -+- /i' H- /i" -4- . . . . 

Generalisation des fonctions Um^n, Vm^n. 
Considerons le developpement 

( I — ojr — 6>' — c?2 — . . . ) [( I — ax — by — cz — . , . )' 

— (fi'-+-6^-+-c'-+-. ,){x^ -\- y^ -^ z^ -^ . . .— i)]-' 



-V/i-ft-'c""...^ 



On trouvera facilement, au moyen de la formule de Lagrange, cette 
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expression de f/^..^',/;/'. 



1 . 2 . . . m . 1 . 2 . . . m' . 1 . 2 . . . m". . . 



X 



sj\ — X^ — T^' — 3* — . . . 



i.3.5...(2m-h im' -\- 2m"-h. . .— 1) 



^ w www ^— »»* ^*™1^ 

X 



dx" dy"^ dz"" . . , 

et on en conclura 

fffdxdrdz, . . -__S^:^?^.=ik^^_^- = o, 

J J J \J\^ x^ — x^— z^— . . . 



lorsque /w -f- /w' h- m" -i- . . . est different de /i 4- /i' h- /i" 

Les fonctions V;n,m',m", . . que nous allons associer aux fonctions 
^m^ni^mf. . nailFont du developpement suivant : 

(l — ^'— j'— «*— . . .) '(l — - 2flJ7 — 2 ^;-— 2ZC— ...-+- rt*H- fr*-f- <?»-!-. ..) =* 



Nous allons faire voir que I'integrale 



/ / / lJ„,,^,m", Vn,^,f^', dxdydz. , . 



est toujours nuUe, excepte quand on a /w = /i, m' = /i', m" = /i", au- 
quel cas nous donnerons sa valeur. Pour cela, je calculerai I'integrale 
suivante : 

\= C j jdxdxdz. .£/«.«/.«//, (,_a;'~r»-z'-...r' 
>C{i — 2ax — iby — 2cz . . -h /i' -4- 6' -+- c' -h . . . ) * 

On trouvera facilement 

(m -h m'-f- m^-h . . . )! a" 6-' C"" . . . (v/tt) ''"' 



A = 



ml m'l m''!. . . i.3.5. . (2m -h 2m'H- 2/11'' -h. . . — i) 

(fjL— i)(/uL-|-i)...[fJt-+-2(m-+-m'-hm"-+-...)— 3]r (m-hm'-+-m" -+-...-+- i J B 

t(^ -h m -h m' -h m*' -4- . •. . J 
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-i: 



(i —x'y 



' — Hii-Hn'-Hn"-4- . — i 



dXy 



(i — 'xrx -\- r^) 



1 2 



r etanl egal a yja^ -f- A* -f- c^ 

Je supposerai d'abord /x impair et egal a 2]ui'-H i. Dans ce cas on a 

TT'''-*-' ( m -h m^ H- m^^ -4- . . . )! a*" A*^ c*^' . . . 

"~ (.[t! —1)1 m ! mM m" 1 . . . /jl' -f m -h m' -h m' -h . . . * 

Supposons maintenant fx pair et egal a 2/x'. On aura 



A= ^ 



(27r)»*' 



^m^m' c""... 



(m -h m'-h/ii"-h...)I 



1.3.5. . . (2/ul'— 3) 2(fjL'-»- m h- m'-+-m"-|-...)— I m!/n'I m"I... 

On conclut de tout ceci que Tintegrale d'ordre /x 



I / \ dxdydz, . .{i— lax ■— iby^ . . .-\- a^-{- b*'^ . . .) ^ *' 

est egale, si Ton pose aa' -h 66' + cc' -f- . . . = a, a 



ou a 



(2Tr)^' 



1. 3. 5... (2a'— 3) a>^'-' \isja 



= l0g ^-7 



I — S/OL 



~3 5 '" 2|u' — 3J 



suivant que jul est egal a 2/x' -h i ou a 2|ul'. 
L'integrale 



/ / \ dxdydz..,F^,^,„,^f, F„,^,nf', sji — x^ — y^— z^ — . . 



est nulle quand m -+- m' h- m" -f- . . . est different de /» -^ /»' -f- /i" -+- 

Enfin, pour terminer, j*indiquerai quelques proprietes de fonctions 
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analogues aux fonctions £7m,„'^',.. «* V„,„/^„», , . 
Soil 

x^ > 11 1 . 

dx"* dy'"' dz""" , . . 

A etant un nombre entier. 
Soit aussi le developpement 

(i — j;» — /* — 2*— ...) '(i — lax — i^by — iicz —...4- «'-»- O'-h c* -+-...) ' 
= y «" 6-' c-^' . . . Q'« «..»//, . 

Les deux integrales 



I / j dx djr dz . , . ^ 



(i — :r* — ,r'— ^ *—...) 

et 

f C Cdxdxdz . . QV-',-.''. . QV-W',.. (I -a;'- r*-2»-. . .f*^"' 

sontDuUes quand les sommes m -h m'-h /w"-i-.. . el /i -4- n'-h n"-h ... 
sont difTerentes. 
On a aussi 

excepte dans le cas oix n = m, /i' = m', n'' = m'\ 

F^aleurs multiples de certaines intSgrales doubles. 

Pour terminer ce travail, je vais calculer dans tous les cas les valeurs 
de certaines integrales doubles que nous avons eues a considerer an- 
terieurement. On sait que Tintegrale definie 



Jl0g( I -h 2p cos W H- p') rfot) 




est nulle quand p est inferieur a i, egale a iTrlogp quand p est supe- 
rieur a i, et quand p est Tunite, elle a pour valeur - log - • Beaucoup 
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d'autres integrales definies simples, coDteuant un paranietre coDStant 

sous le signe / , ne sont pas des fonctions continues de ce parametre. 

On s'est servi precedemment pour Tetude des fonclions U, V, U^ K,... 
des valeurs de quelques integrales multiples, calculees pour cerlaines 

hypotheses faites sur les constantes qui entraientsouslessignes i / — 

Nous nous proposons ici de donner les diverses formes que prennent 
les valeurs de ees integrales, quand on suppose aux constantes des 
valeurs quelconques. 

De I'intSgrale 

Cetle integrale a ete calculee par M. Hermile pour Tetude des fonc- 
lions V^,;,. 

Soit 

a^^b^^r^ a-^b- = r-, ^?^[1±^' = cos 0, ?*l=^'=sin0, 

rr rr 

al^bn bl-^am 
j7 = — = , r=-^ 

r '^ r 

L'integrale que j'appellerai A devient 



-11.= 



'irl'h r»)[i--2r'(5cos9 -hnsinO) -^ r'' 

entre les limites ^^ 4- >3*5 1 . 

Une premiere integration par rapport a yj donne pour resultat 

I I J I— 2r^($cos9 — v^i — $'sin0}-i-r^- 

2r'sm6 i-2r£-+-r> ^^ i - ar'^cosfi -+- iT^'siue) "+- ''''" 

Posant ensuite § = cosy, il vient 



rr sin 



ou 



H— C^ ^ ^siny . I — 2r'cos(<p -h 9)-f- r" 

~~Jq 2 I— 2rcos9 H- r' ^ i — - 2r'cos(9 — 6)-l- r" 
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Entin, nous allons considerer les cas limites» dans Icsquels rou r\ ou 
tons deux, a la fois, sont egaux a Tunile. Soil, par exemple, r = i, 
r'<i. On a 

if, sin© , I— 2r'cos(<p -h 0)-h r" 

B — - / do — log ; -r- 7^ /, • 

4 Jo I— COS9 ° I — 2r'cos(<p — 0) -+- r* 

Quand 9 est infmiment petit principal, I'inverse de ['expression qui 

est sous le signe / est infiniment petit du premier ordre; done eetle 

integrale est infinie; il en est de meme, lorsque r' = i et r^^i, et 
lorsque Ton a en meme temps r = i , r' = 1 . 



n-- 



De I integrale 

dx dy 



( I - 7.ax — 267 H- a^-^b^)[(i — a' x — byy—{ a'» -f- 6" ) (^' -h 7' — 1)] ' 

En employant les memes notations que precedemment, on transforme 
cetre integrale en la suivante : 



JI 



dldn 



(i — 2rg -f- r)[(i _r'cos0^— r'sin^y})'— r'^g' -f- 7]^— i)]' 



Integrant d'abord, par rapport a yj, entre les limites —\ji — ^^ et 
V 1 — S% on a pour cette integrale, que j'appellerai A', 



rr'cosQJ^, 1- 2r^ h- r' ^/_i ^ ,_ ;.' cos0 l? -^ v/-i v/i- 5') 



done, en faisant ? = eosy, on aura 



•^ — — 7 7i ^' ' 

rr^ COS0 



r'^ J rsino i , i — r'cos0e ?^ « 

B'=r / c/ffi -^ -=:^ log ,^^-- 

En supposant ret r'cosS inferieurs a i, on trouve 

o , __ rr' cosQ ao! -f- 66' ^ \ — ad — bb' 
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Soil mainlenant r>i cl r'cos6<i. Posant r=— ? il vienl 






B'== 7: log -. V — TT log — -. ^ 

^ I — r, /' COS0 /" — rr cosO 

et, par suite, 



A' ^ zrzr—cr^ iog 



TT . «' -^ '»' 



««' -+- 66' ^ or -{' b^ — ««' — bb' 

Soit, en second lieu, r< i et r'cosS > i. Posons r'cosS = 4-9 



'*. 



on aura 



log -^- ::z: log .^ = lOg — ^- -' _z . 

i — r'cosSeyv-i /,— r5^v-» e?^V-i(,_ ;.'^ ^-^v •) 

= __ 2 9 V — I — log -. ~r- ; 

par consequent 

B' =1—7: log r —5. I 9'*? ^ ,• 

^ i~ /v, J^ ^ 'I — 2rcos9 "+" ' 

i.a premiere partie est egale a 

Caiculons la seconde partie; elle est egale a 

— 2 \ I r"sinn9 9rf9= — 27: \ (— i)'*^' — =r. — 27: log(i -1- / ). 



tf=t n=:i 



Ainsi 

B' = 7: log 1^1- -^±-^^^ - 2Tr log (l 4- s/'d^TT^), 



done 



a'-f-6' \ 27: 



A'= — . " I,, log I I , rn I ; — -rr, log ( i H- va'-^ ^*) 

rtfl' -h Aft' ^ V rt^' -h 66' / «a' H- 66' ^ ^ ^ ^ 



el 



En troisieme lieu, supposonsr>i etr'cos5>i ; alors on aura 

B'=:7: log ( I z rn ) — 27: log( n — T=r^-=r^ \ 

^^'^ ^cT^'W ^^^ V'~ ^'"^"66' j ~ rta' + 66' '*^s(^»-^ ~;;^'V6'0 

Annates scientifi^ues de I'tcole Normale supen'eure, Tome V. J9 
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Si Ton suppose r= i, Tintegrale B' est infinie. Si Ton fait r'cosS = i , 
sans que r soit egal ^ I'unite, alors 

B'= I rf9 ^— — ^-= log 7=-; 



inais 



et 



sin 9 , 

I — i_| ^^— V — ■ 

log ==- = log -. 

1 — • cos<p 



I , 1 — e""?^ ' sin 9 

log -=r = aarclang 



v/^ ,_-ef/=^ '',-cos9 

= 2 arc lang I lang ( -J I — tt— q; 



done 



3_ r'__rsin^rf9_ p ^ 

Jo I — 2rcos9-h r' J^ ^ ^ i 



rsin9 



2 r cos 9 -I- /•' 
Si r est inferieur a i , on aura 

B' = -- 7rlog(i -h r)--7rlog(i -h r) = — 27rlog(i -f r) 

A'=: - ^ log(i -+-/•) = - , ^^ ^ log(i -h ^a'-^b')' 
^ yja} 4- ^' 

Si /' est >i, on aura 

B' = -27rlog(n--^ el ^' = —-- Ing/^.-i ? — Y 

De Vintegrale 

X(i — rt^ — 6r)[(i — fljr — 6j )' — («•+ b^)[x^ -^y^ — \)Y'dxdy\ 

Je me servirai des notations que j'ai employees dans le calcul de 
celle integrale. Ce calcul suppose essentiellement que r et r' soient in- 
I'erieurs a Tunite. Je vais actuellement faire Tliypothese de r> i . Dans 
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ce cas-ci, le residu de Texpression 



n*est plus egaU pour toutes les valeurs de ^ comprises entre i et + i, 



I 



Si, dans le denominateur de rexpression prec^dente, ou fait succes- 
sivement z = — i etJ5 = -hi,on obtient pour resultats — 2(L-f-M) 
et 2(L — M), e'est-k-dire 

— 2(1 — rcosOl -h rsinS y^i "~ V) ^^ 2(1— rcosfl^ — rsin© v'^i — ^*). 

Si ces deux quantites sont de meme signe, le residu est nul, sinon il v 
a un residu different de zero. II faut done etudier les signes corrcs- 
pondants de — 2(L 4- M) et de 2(L — M), ou de L-i-M et de M — L. 
Je supposerai a, 6, a\ b' positifs; alors cosd le sera; j*admettrai que 
sin$ le soit aussi. Considerons d'abord la quantite 



L -f-M = I — rcosO$ -4- rsinfly I — £'. 

Elle est toujours positive, si r est inferieur a Tunite; mais ici nous sup- 
posons r> I. Pour | = — i, elle est egalc a i -¥ reosS; elle est done 
positive. Pour voir comment elle varie avec ?, prenons sa derivee par 

rapport a §; cette derivee, egale a — rcosfl ^ > est d'abord po- 
sitive, puis elle devient negative pour une valeur de § negative. Par 
consequent, L-f-Maugmente quand § varie a partir de — r, puis 
diminue avant que § ait atteint la valeur zero. Pour § = i, on a 
L 4- M = I— rcos9. Done si Ton a rcos5 <i, L -h M reste toujours 
positif; mais si Ton a rcosfl >i, L -f- M devient negalif. Cherchons la 
valeur de ? pour laquelle il s'annule. L'equalion L-f- M = o devient, 
quand on y a remplace ^ par cos^, 

I — rcos0 COS9 -h rsin0sin9 = 0, 

etdonne 

cosO . sinQ 



COS© = ± i/r'— I . 

^ r /• 



Pour distinguer celle des deux valeurs qu'il faut prendre, substi- 

39. 
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tuons-les dans requation precedente, il vient 

I — cos*0if:sin0cos0 v^r^— i -f r sin sin 9 = o. 

Conime s\ncf est positif, on voit qu*il faut prendre le signe — dans la 
relation precedente; done la valeur de COS9 ou de ^, pour laquelle 

L -4- M s'annule, est 

cosO sin 



l''=z 1 yr' — I . 

Ktudions de nieme M — L, 
On a 

M — L = rsiiiG v' i — 5' -h rcos^^ — 1. 

Pour 

5 = — I, M — L=:~ rcosO — I, 

la derivee par rapport a | de M — L, a savoir : -f- reosS, etanl 

V » — ?' 

positive tant que | est negatif, mais devenant negative pour une valeur 
positive de | inferieure a 1 , on voit que M — L augmente d'abord, puis 
diminue ensuite, avant que S ait atteint la valeur i. Si Ton remplace B 
par COS9, on aura 

M - L :-: rsin0 sin9 -h rcosScoso — i = rcos(5 — c))--i = rcos(9 — 6)— 1 . 

On voit alors immediatement que M — L s'annulera toujours pour une 

valeur de o superieure a 0, et comprise meme entre el 6 -f- -: et 

encore une seconde fois, pour une valeur de f inferieure a 6, si Ton 
a rcos9 <i. Ces deux valeurs correspondantes de C0S9 sont bien fa- 
ciles k trouver : la premiere §' et la seconde S" sont donnees par les for- 
mules 



^, cos 6 sin 9 -:: ^_ cos 6 sin 5 -^ 

^' — V r- — 1 , 4' = « ^r-'-i. 

r r r r 

Nous avons maintenant tons les elements necessaires a notre discus- 
sion. Soit d'abord rcos5 > i . 

M — L est negatif depuis | = — 1 jusqu*a | = z\ el est positif apres. 
M 4- L est positif depuis | = — i jusqu*a c = ?", el est negalif apres. 
Par consequent* dansTintervalle de T a s", le residu est nul, et il fau- 
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dra faire rintegralion du residu de — i a 5\ et de S" a -f-i. Mais 
ici, le residu n'est pas le meme dans ces deux intervalles. Celle des deux 
racines 



I — rcosfi? -4- v^i — 2 rcos Q^ -h r' cos'^ i — rcosO^ — )/t — 2r cos 0^ -\- r^cos- 

M-+-N ' '' STTN '' 

qui est comprise enlre — i et -h i est la premiere quand B est supe- 

rieur a t> et la seconde quand ^ est inferieur a ;:• Cest 

rcos0 ^ ^ /cos 9 

done la premiere, quand § est compris entre ?" el H- 1 , et la seconde, 
quand § est compris entre — i el §'. On s'assure facilement de Texac- 
titude de celte proposition, en remarquanl que Ton a 

I' <: — I — ei V' > ' 

^ rcosQ ^ ^ rcos9 

Le residu correspondant a rintervalle de — i a £' est ^ _>: 

le residu qui correspond k Tautre inlervalie est L^ . 

Done, dans le cas oil rcosS est superieur a i, Tintegrale A qu(r nous 
eherchoDS est egale a 

-fr_,_ --^1--- - - 






\ -+- r'^^i — 7.vQO^0\ -4- r' cos^G> 



Soit maintenant r cos5 < i . Alors L -h M reste toujours posilif ; quant 
a M — L, il s'annule deux fois pour ^ = ^' et 5 ^ ?"; c*esl toujours la 
seconde racine qui est comprise entre ~ i el -+-i, de sorle que, dans 
ce dernier cas, on a 



A=:7: 



(('■ ^. ^M...^.. 

\J_, \/i — 2r' 5 -I- r'* v/i — 7.rcosBl -h r'cos^ 



/ 



-f-i 



dl 



^H V I — 2 '"' I -^ '■'' V I ~* ^ '' ^os B\ -*- r' cos' B 




ttn trruoE de certaines fokctioks. etc. 

On ciitvultTii los inlegralcs precedentes par les precedes ordinaires: je 
nvdonno pas leurs valeurs qui sont un peu compliqu^es. 

On voit iinmediatemcnt comment on deduira le cas der'>i du cna 

<l»'r'<i. on posant r' = -T- 

Ji> uit> liornvrai k <lonner la valeur de I'integrale A dans les liypo- 
llii'si's rcos5 = 1 et r' <i. On a 

On tiniivi'sans ditTicultR 

a , i + v"-' 
A -- -= log — — 



■' + v'i + ''"— 2/-' COS'S 
Kntin. on discuterait sans la moindre difficult^ I'iotegrale 



f j\t.rily{t - iti'x - ib'y ■+ a" -i- b"P{\-- 
X [[i — fljr— 6v)'— (fl'-i- 6' ) (x' +,»-'- 

(jiii sert dans IVlude dcs fonclions ti„,„. <■„.„. 



-.>■') ' 




SUR UNE TRANSFORMATION 



DES 



Equations differentielles 



DE LA DYNAMIQUE, 



Par M. R. RADAU. 



Les equations differenlielles qui expriment le mouvemeut d'un sys- 
teme libre peuvent elre presentees, comme on sait, sous plusieurs 
formes, dont chacune a ses avantages particuliers. L'une des plus 
simples est celle oil les secondes derivees des coordonnees par rapport 
au temps sont egalees aux derivees partielles d'une meme fonction , 
appeleeyb/w?/ion des forces. 

On peut toujours employer celte forme quand les mobiles ne sont 
soumis qu'a leurs attractions mutuelles. Dans ce cas, la fonction des 
forces ne renferme que les differences des coordonnees, circonslance 
qui facilite singulierement la solution du probleme. II en resulte d'a- 
bord que la somme des derivees partielles de la fonction des forces par 
i*apport aux coordonnees de meme nom s'annule, et cette remarque 
fournit immediatement trois integrales sous la forme de relations 
lineaires entre les coordonnees homony mes et le temps : ce sont les trois 
equations qui etablissent le mouvement rectiligne et uniforme du 
centre de gravite. Grace a ces trois integrales, la recherche du mouve- 
ment absolu du svsteme se reduit a celle du mouvement relalif des 
differents corps. Si on counaissait a chaque instant la configuration du 
systeme, ou la situation relative des mobiles autour de leur centre de 
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gravile, on en trouverait les positions absolues par une simple addition 
(en supposant toutefois qu'il fut possible d'avoir les valeurs numeriques 
des six constantes qui determinent la trajectoire du centre de gravite 
dans I'espace). 

Ainsi la forme particuliere de la fonction des forces, qui ne depend 
ici que des distances des mobiles ou des differences de leurs coor- 
donnees, nous dispense d'en determiner le mouvement absolu. II nous 
suflit de chercher les positions relatives des differents corps, et c'est la 
d'ailleurs la question principale lorsqu'il s'agitdu systeme solaire, car 
nous ne connaissons pas de point fixe dans Tespace qui pourraitnous 
servir de repere pour y rapporter le mouvement absolu du soleil et des 
planetes. 

I-cs equations differentielles du probleme se pretent d'elles-memes a 
cette reduction; on pent, sans rien changer a leur forme, transporter 
I'origine des coordonnees au centre de gravite. Un systeme libre se 
mcut done autour de son centre de gravite comme autour d'un point 
fixe. Comme les equations differentielles restent les memes, soit qu'on 
prenne pour origine des coordonnees un. point fixe ou qu'on rapporte 
tout au centre do gravite du systeme, les integrales sont aussi les 
memes dans les deux cas, aux constantes pres. Les trois equations 

lineaires qui, dans le premier cas, ont la formeN m^r = A -i- B/ 

prennent dans le second la forme \ /wa7 = o, que Ton obtient en fai- 

sant A = B = o. Les inlegrales des forces vives et des aires s'enoncent 
d'une maniere identique dans les deux cas. Le principe des forces vives 
nous apprend que la difference entre la demi-force vive du systeme et 
la fonction des forces est une constante. Le principe des aires nous dit 
que la quantite du mouvement areolaire dans un plan quelconque, ou 
la somme des produits des masses par les projections des vitesses areo- 
laires sur un plan quelconque, est une constante. Ces principes sub- 
sistent aussi bien pour une origine fixe que pour les coordonnees 
rapportees au centre de gravite. II n'y a de change que les valeurs 
numeriques des constantes. 

Sous les deux formes que nous avons considerees jusqu'ici, le pro- 
bleme des n-^-i corps depend de 3 wh- 3 equations de second ordre. II 
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est facile d'en reduire tc noinhre a 3n seulemcnt, et on y arrive de 
plusieurs mani^res. On peut d'abord placer I'origine dcs coordoniiees 
dans Tun des mobiles, que Ton considbre alors comme un corps central 
autour duquel se meuvent n planetes. Cette fiction convient parlicu- 
liferement aux syslemes qui renfermenl un corps de masse prepon- 
derante, par exemple au systeme solaire. Si on relrjinche les Irois 
equations du corps central des 3n equations des planetes, on obtienl 
3n Equations differenlielles pour les coordonnees relatives des planetes 
rapport^es au corps central. 

On peut, en second lieu, prendre pour originc Ic centre de gravite 
ct profiler des trois relalionsX ma: = o,N mv= o.\ mz = o pour 

eliminer les coordonneesxg.Ve, Zg du corps central; on oblient alors 
3n^uations pour les coordonnees des planetes rapportees au centre 
de gravite. Mais dans les deux cas on sacrifie a la fuJs la forme des 
Equations differentielles et celle des integrales. Les secondes derivees 
des coordonnees par rappoit an temps ne sont plus representees par les 
derivees partielles d'une meme fonciion, et les integrales fournies par 
les principes des forces vives et des aires revetent une forme assex 
compliqu^e. Ainsi, lorsqu'on prend pour origine le corps central, les 
forces vives et les vilesses areolaires des difierenls corps par rapport a 
Porigine des coordonnees sont remplacees dans les integrales par les 
forces vives el les vitesses areolaires relatives de tous les corps pris deux 
a deux. 

Ces inconvenients peuvent etrc evites au inoyen d'une transformation 
lineaire dont Jacobi a indiqu^ le principe dans son Memoire sur {'eli- 
mination des ncBuds dans le probleme des trois corps {*). 

Je fais voir que cette tranformation peut elre consideree comme un<r 
substitution orthogonale entre deux systcmes de variables, qui sont, 
d'uD c6le, les coordonnees absolues desn+i corps donnes. el, de 
I'autre, les coordonnees de n + i masses fictives, dont une est ta masse 
totale du systbme, placee au centre de gravite. 

Une substitution orthogonale, appliquee simultanement a deux sys- 
tfemes de variables Xo, Xf,...,x„ et x\, x\,..., x„, auxquclles on 

(•) Cnmples rendas des seances dc I'Jcadcmic des Sciences, 18 aodt 1842- 

Jnnmitt tciemijiqiies de I'icole Iformalt iiipcrieure. Tome V. 4** 
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subslitue les systemes ^o» ?o"«»?/i et ^q, ?i »..•»?„» laisse intacte la 
forme de la somme x^Xq -+- x^ x\ -^...■i-XnX„, que je designc par le 

symbole§— \ ((a:)), desorteque Tdquation 

exprime le resultat d'une substitutioD orthogonale double. Comme il 
s*agit ici de relations lineaires, on peut prendre a la place des variables 
leurs derivees; en outre, on peut remplacer cbaque produit a?a?' par 
une somme de produits semblables. II s'ensuit que {{x)) peut repre- 
* senter le earre d'un rayon vecteur, la force vive, la vitesse areolaire, 

ou le produit (Px.ix^ et que la somme § sera tour a tour la force vive 

du systeme, le mouvement areolaire, la variation i\] de la fonction des 
forces, ou telle autre expression formee d'une mani^re analogue. On 
en conclut qu'une substitution orthogonale, appliquee aux coordonnees 
d'un systeme de points materiels, ne change rien a la forme des Equa- 
tions differentielles du mouvement, ni a celle des integrales des forces 
vives el des aires. 

On obtient en outre une reduction du nombre des inconnues, si on 
fait figurer parmi les nouvelles variables les coordonnees du centre de 
gravite du systeme, lesquelles sont connues par les trois integrales du 
centre de gravity. EUes disparaissent d'ailleurs des integrales et des 
equations differentielles, et le probleme se reduit a un probl^me du 

mouvement de n corps autour d'un centre fixe. La somme § ne se com- 
pose plus maintenant que de n'termes, et elle est egale a la somme 
analogue, composeede n -f- 1 termes, que Ton obtient en rapportant les 
corps donn6s a leur centre de gravite. 

Les coeilicients de la substitution qui fournit ces resultals ne sont 
pas completemenl determines. Cependant, ce n'est point simplement 
une substitution orthogonale du degre n-h i, car la condition que Ton 
introduit en faisant figurer parmi les nouvelles variables les coor- 
donnees du centre de gravite, determine une partie des coeiBcients. Je 
fais voir que les coefficients peuvent etre formes a I'aide des coefficients 
d'une substitution orthogonale du degre /i. Dans le cas de trois corps. 
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c'est done une substitution binaire qui fournit les coefficients de la 
substitution ternaire demandee. 

On pent d'ailleurs reduire la somme § a n termes d'une maniere 

directe. II suffit pour cela de rapporter le deuxieme corps au centre du 
premier, le troisieme au centre de gravile des deux premiers, le qua- 
trieme au centre de gravite des trois premiers, et ainsi de suite, pourvn 
qu'en meme temps on modifie legerement les masses. Les relations 
lineaires qui existent entre ces coordonnees et les anciennes consti- 
tuent un cas particulier de la substitution orthogonale dont je viens de 
parler. 

Un autre cas particulier est celui oil la transformation se reduit a 
un changement d'origine des coordonnees, les masses fictives etant 
simplement celles de n corps du systeme, que Ton pent appeler les 
planetes. Le systeme transforme est alors le systeme planetaire, rapporte 
a un point mobile qui a beaucoup d'analogie avec le centre de gravite 
et que j'appelle le point canonique^ parce qu'on retrouve la forme 
canonique des equations du mouvement en le prenant pour origine. 
J*arrive ainsi au theoreme suivant. 

€ Dans le mouvement d'un systeme libre de /i -f- 1 corps, soumis seule- 
ment a leurs attractions mutuelles, il existe n + i centres qui ont chacun 
pour n corps les memes proprietes que le centre de gravite possede 
pour le systeme entier. Rapporte a I'un de ces centres, le mouvement 
de n corps du systeme a lieu comme autour d'un point fixe. Pour Irou- 
ver ces centres, que j'appelle \es points canoniques, il suffit d'attribuer 
a tons les corps des masses fictives egales aux racines carrees de leurs 

masses veritables, et a leur centre de gravite une masse ^/n, egale a la 
racine carree de la masse totale/ndu systeme, puis de cherclier les 

/H- I centres de gravite de la masse sjm combinee suecessivement avec 

chacune des masses ^m,. * 

Faisant ensuite Fapplication de ces formules aux problemesdes trois 
corps et des quatre corps, je montre que Ton pent obtenir les coefii- 
cients de la transformation generate d'une maniere tres-simple, en 
prenant pour point de depart la transformation speciale par les centres 
de gravite successifs. Les arbitraires de la substitution se presentent 
alors sous la forme d'angles auxiliaires. 

4o. 
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Lorsqu'on veut appliquer Tune de ces transformations au systeme 
solaire en general, ou a la theorie de la lune en particulier, on pent 
toujours determiner les coordonnees des masses fictives de maniere 
qu'elles s'ecarlent tres-peu des coordonnees relatives des corps donnes; 
en d'autres termes, on pent remplacer ces corps par des corps fictifs 
qui occupent des positions tres-voisines des veritables. Cela permet de 
considerer les nouvelles coordonnees comme une premifere approxima- 
tion des coordonnees cherchees; on obtient Texpression rigoureuse de 
ces dernieres en ajoutant a la coordonnee de chaque corps de petites 
fractious constantes des coordonnees des autres corps. C'est comme si 
chaque orbite etait corrigee k Taide d'une serie d'epicycles semblables 
aux autres orbites. 

En dernier lieu, j'applique encore au probleme reduit la transfor- 
mation par les coordonnees polaires, et j'exprime les derivees des nou- 
velles variables par les derivees partielles de la fonction des forces U. 
Faisant Tapplication de ces formules au probleme des trois corps, je 
montre que ce probleme se reduit tres-simplement a I'integralion d'un 
sysleme canonique de huit equations du premier ordre, si Ton prend 
pour variables les deux rayons vecleurs, leurs distances au nceud des 
orbitesy \e&vitesses radiales et les aires ou vitesses areolaires. Cela tient 
a une circonstance importante, dont Jacobi a tire un grand parti dans 
son Memoire sur le probleme des trois corps. Les plans des orbites des 
denx corps fictifs se coupent toujours dans le plan invariable; la ligne 
des noeuds est done la meme pour les deux orbites, et les longitudes des 
noeuds disparaissent aussi bien des integrales des aires que de la fonc- 
tion des forces. Le principe des aires fournit alors deux relations qui 
permettent d'exprimer les inclinaisons en fonction des aires, et Ton 
arrive a huit equations qui ne renferment que des elements relatifs au 
mouvement dans les deux orbites, a savoir : les rayons vecteurs, leurs 
distances k Tintersection des orbites, les vitesses radiales et les vitesses 
areolaires; le plan invariable a disparu. On pourrait aussi obtenir un 
systeme canonique de huit equations en eliminant le noeud du plan des 
trois corps; c'est ce que Edmond Bour a fait en i856. 

Si des huit equations du premier ordre on elimine encore la diffe- 
rentielle du temps, elles se reduisent a sept equations, dont on connait 
deja une integrale, H=A, On pent done dire que le probleme a ete 




3l8 SLR IINE TRANSFORMATION 

Or, grace aux relalions (2), teas les termes de cetle somme pour les- 
quels h difTere de k disparaissent; il ne reste done a droite que les pro- 
ducts ^avja* et nous pouvons ecrire 

[•>. his) \ xy=^\ ^yj. 

Cette equation a une signification symbolique. A la place des systenies 
conjugues a?, ^ et j, yj, on pent evidemment prendre deux systfemes 
quclconques, assujettis aux mimes relations lindaires. On peut done 
remplacer j et >? par x et §, ensuile a: et ^ par dx el rf^, et ainsi de 
suite, ce qui donne 

S^'^S^'' S'''''=S''^'' ^^dx=^ldl, ^Di=^D|,..., 

oil D^ signitie une .^econde deriv6e ou le carre d'une derivee premiere. 
On peut aussi ajouter ou relrancher plusieurs egalites de cette espece, 
de sorte que, si la meme substitution a ete appliquee a un troisieme 
systemo de variables conjuguees z et ?, nous aurons 

V(rfx'-h^/j'-hrf2»)=V(rf$'H-rfr3»-f-rf$»), 



Si les variables x satisfont a un systeme d'equations differentielles du 
type -—^ - -j-t les variables ? seront assujetties a satisfaire a un sys- 
teme tout semblable. En effet, si dans Tidentite (2 bis) nous rempla- 
Qons 07/ par rf^a7.^x4-rf^j.^7+rf^z. Jz, nous avons, enetendantia 
somme a toutes les variables, 

d'ou il suit que 

d% _ dM 

dr ~ dl' 
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II cn est de meme ^ Kegard des sysiemes caDoniqucs de la forme 

dt ~ dp' ' dt ~ dp ' 

Si la substitution intervient simultanement entre les variables/? et q, 
p' et q\ on aura, en vertu de (2 fcii), 

d'oii 

dq _ dU dq' _ clJA 
dt ~ Iq'^ W ~~ dq' 

Je representerai par le symbole {{x)) le produit de deux quantites 
assujetties a la meme substitution lineaire, ou bien une somme de plu- 
sieurs produits de ce genre, de sorte que {{x)) representera lour a tour 
Tune des expressions 

^X* ^*» X^9 ^^-^x^9 X* -♦- j' -f- 2% . . ., 

X dx, X dy, X dy — /c?^, • • . , 

dx\ dx^ -f- rfj' -f- dz^y . . . , 

d^x dx, d'x dx -4- d^yiy -h d^zdz,. . ., 

xDr, DL D,D„..., 

et ((^)) Texpression correspondante dans les variables §, vj, ?, liees 
aux premieres par la transformation lineaire dont il s'agit. Le resultat 
d'une substitution orthogonale pent alors s'exprimer par Tequation 
symbolique 

Si les parentheses renferment les differences Xi — x/,, ^, —•§/,• on les 
traitera comme les variables x, ^ elles-memes, de sorte que {{xi — x^)) 
representera le carre (a?/ — a?^)^, ou bien {dxi — dx^y, ou une autre 
expression semblable du second degre. 

Nous pouvons maintenant ecrire \miXi a la place de x^. el \ a, Bj a la 
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place dc £,. Les formules de transformation deviennenl, dans ce cas, 

h h 

et I'equation symbolique se change en 

(4) ^m{[x))J^yL{a]). 

Celle forme est commode lorsque les variables x, y, z representent les 
coordonnees d'un systeme de points materiels. Nous supposerons que 
le systeme se compose de /i-f i points qui ont les masses /Wo, m,,..., 
m„ ct qui se meuvent librement dans Tespace sous I'influence de leurs 
attractions mutuelles. Les §,13,^ seront les coordonnees de n -+- 1 corps 
fictifsayant les masses fji^, fji<,..., |ul„. Le symbole [{x)) represente alors 
le carre du rayon vecteur, ou le carre de la vitesse, ou le double de 
I'aire que la projection du rayon vecteur decrit dans un plan quel- 
conque, ou le produit de la force acceleratrice par la variation ^o?, ou 
une autre fonction semblable des coordonnees. 

On sait que xdy— ydx est le double de Taire que la projection 
du rayon vecteur sur le plan des xy decrit dans le temps dt. J'appel- 

, . xdy^^y^dx , . , . . . xdy— ydx , 

lerai — =^— t-= la vilesse areolaire, et m — '^ . '^ — le mouvement 

areolaire dans le plan des xy (par analogic avec la quantite de mou- 

dx\ 
vement '^ ^j* La formule (4) nous apprend alors que la substitution 

ortbogonale reproduit sous leur forme primitive : 

La somme des produits des masses paries carres des distances; les mo- 
ments d'inertie; \?i force vive du systeme; le mouvement areolaire dans 
un plan quelconque; la variation de la fonction des forces. 

En effet, si on tient compte des equations de mouvement, la for- 
mule (4) donne 

=V a(rf»?d$ -f-rf»rdri -f-rf'^o^). 
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II s'ensuit qu'un systeme d'equalions de la forme 



ni 



dn "' dx 

se change par la substitution en un systeme semblable 

d'l rfU 



[^ 



dr ~ dl 



2. Les masses JUL sont en general arbitraires, et on pourrait les prendre 
egales a Tunite. En effet, ce qui se determine par la substitution, ce 

n'est ni la coordonnee ^ ni la masse jui, c'esl le produil y/^? on bien 
fxS', que Ton peut representer plus simplement par ^^ 

Nous ferons toutefois une exception pour la masse u.q. Nous convien- 
drons qu'elle represente la somme m des masses /W/, 

jui^ 1= m =1: m, -+- 'yj. -4- . . . -f- /?/„, 

et nous la supposerons situee au centre de gravite du systeme donne. 
Soient X, Y, Z les coordonnecs du centre de gravite, nous aurons 

et 

(5) < ^,n. = m\ =\ /WAjA» 

11^^^— ml =\mhZh' 
Cette condition determine les coefficients Cf,Q dans ( i j. II faut prendre 



(6) 



y m 



pour avoir ]uio?o = / ^h^h^ — H s'ensuit que 



et, par consequent, 



c/oV^E. = V''^! X, 



( 7 ) Xi--\=^ —_=: \ C,h \^h h- 



AnnnU's svientififfiies de I'Ecofe Xormafe superlcurc. Tonio V. 4* 
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Les formules (2) donnent encore 

n n 

\ Chi sfmk = ou bien c«, yjm^ ~ "" \ ^'*' ^'"* ' 

(I'OU 



n 



r 

les sommes devant s'elendre depuis A = i jusqu'a h = n. Les for- 
mules (7) et (8) montrent que les 3/i varitbles |,^ >?,, ?m...,£/i.>}/i.?« 
rernplacent les 3n-+- 3 coordonnees jc — X,/ — Y, 2 — Z, dont Tori- 
gine est au centre de gravite. Cela tient a TexisteDce des trois equations 

(9) \ /w,(^i — X) = o, \ /w/(r, — Y) = o, \ /w,(z/ — Z) = o, 

par lesquelles ces 3n-4-3 coordonnees se reduisent a 3/i variables in- 
dependantes. L'equation symbolique (4) devient a present 

n n 

(.0) ^/n.((^.))-'n((X))=^^, ((?.))• 

O I 

On peut lui donner une autre forme tres-interessante. Ou demontre 
sans difficulte I'identite 



i.h 



\ mi nth ( Xi — Xh ) (Xi—yh ) =\ mi . \ m, Xifi — \ w, or. . \ m,- j„ 

que Ton generalise en Tecrivant de cette maniere 

(11) \ /w/ mA{(Xi — xik))= m\ /n,{{x,)) ^[[S'^i ^^n ) » 

oil m = \mi. Nous remplaceronsN /Wio;,- parmX, et comme Texpres- 

sion a gauche ne change pas, si on diminue tous les x d'une meme 
quantite, par exemple de X, il vient, ^ cause de (9) et (i 1), 



// n n 



("•) ^^'",'n»((*-,-x*))=^/n,((^.))-/n{(X))=ym,((x,— X))=yfx, {(?,)). 
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Dans la premiere somme, il faut donner aux indices i et h toules les 

valeurs depuis zero jusqifa n; elle se compose done de — termes; 

la seconde el la troisieme renferment chacune /n-i termes, la der- 
niere n'a que n termes. La premiere depend des differences des 
coordonn^es, ou bien des coordonnees rapportees a Tun des mo- 
biles; la seconde est formee avec les coordonnees absolues (par rapport 
a un point fixe); dans la troisieme figurent les coordonnees relatives 
an centre de gravite; enfin la quatrieme contient les coordonnees des 

corps fictifs. 

•. • 

3. Notre substitution orthogonale dans laquelle figurent parmi les 
variables nouvelles les coordonnees XYZ du centre de gravite, a done 
la vertu de reduire a n termes la somme 



R n 



§ = — \ /W/ /wa (( Xi — Xf,))=\ m, (( Xi — X )), 

o o 

qui represente soit la force vive, soit le mouvement areolaire d'un 
sysleme de /n- i corps par rapport au centre de gravite, soit la varia- 
tion ^U, soit la somme des produits des masses par les carres de leurs 
distances au centre de gravite, soit telle autre fonction semblable des 
coordonnees. 

Le meme resultat pent aussi s'obtenir directement de plusieurs ma- 
nieres. Ainsi, I'equalion (12) montre que Ton aura 



n 



(•3) S = ^m,((x,)) 

I 

en prenant pour origine un point mobile defmi par la condition 

v'mo Xo ± ^m X = o. 

Si nous cboisissons le signe superieur, nous avons 

(vZ/nWo-h mo)xQ-\- niiXx-i- rrijXj-^ . . . = o. 

Soit A le centre de gravite du system©, et B Ic point mobile a partir 
duquel nous compterons les coordonnees. Les relations ci-dessus 

4.. 
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monlrent alorsquc le point B sera silue sur la llgne qui joint nio an 
centre de gravite A; on pent le definir le centre degravite d'une masse 

\mo reinplacjant Wo, et d'une masse y/m, situee en A, ou bien le centre 

de gravite du systeme, pris en ajoutanta m^ la masse ^mnio, qui est la 
nioyennegeomelrique de/Wo etde la masse totale mdu systeme. SoitS le 
lieu de/Wo, que j'appellerai \e corps principal, et Pie centre de gravite des 
corps m,y...,m;„ qui serontappelesles/^/^/zeVe^.Lesquatre points S,B, A, 
P seront evidemment en ligne droite, ils partageront la ligne SP suivant 
des rapports constants. En prenant /tZo pour unite des masses, on aura 

SB:SA:BP:: 



S'il s'agit du systeme solaire, et que m© soit le soleil, \//w = i ,00067; 
Ic point B occupe alors le milieu de SA et se trouve toujours compris 
cntre la surface et le centre du soleil. 

Designons maintenant par xyz les coordonnees rapportees au point 
B, afin de les distinguer des xyz qui se rapportent a un point fixe. La 

coordonnee de A par rapport a B sera — =x., et nous aurons 

V ' 

('4 i s"^ 



Les coordonnees heliocentriques des planetes deviendront 



.r, — J. -^ \, - \, -=: X, -! = > mk\k^ 






ollesse composeront d'un lernie principal x^ el d'un terme de correc- 
tion ogal a la coordonnee — x, du point B; ce terme est de I'ordre des 
masses planetaires et pourra etre considere comme une perturliation. 
La formule 



ii5 
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nous (lit que les coordonnees xyz dependent des anciennes par une 
substitution orthogonale, comme les^yj^. II s'ensuit que la force vive et 
le mouvement areolaire des planetes rapportees au point B sont iden- 
tiques a la force vive et au mouvement areolaire du systeme entier, 
rapporte au centre de gravite A. Le plan invariable est le meme pour 
les points A et B. Enfin, les equations du mouvement ont la forme 
canonique si on fait usage des coordonnees xyz, puisque Tespece d'in- 
variant que je designe par S pent representer cJ^U ou cJ^H. C'est pour 
cette raison que j'ai appele le point B \e point canonique (*). 

Comme il est permis de prendre pourm© Tun quelconque des corps 
donnes, nous avons la un theorfeme general, dont voici I'enonce : 

* Dans le mouvement d'un systeme litre de n-\- i corps qui ne sont 
soumis qua leurs attractions mutuelles, il existe n 4- i centres qui ont 
chaeun pour n corps les proprietes que le centre de gravite possede pour 
le systeme entier. Rapportd a Vun de ces centres^ que nous appellerons 
les points canoniques^ le mouvement de n corps du systeme a lieu comme 
autour d'un point fixe. Pour trouver les points canoniques^ il suffit 
d'attribuer a tous les corps des masses fictives egales aux rapines carrees 

de leurs masses vdritables, et a leur centre de gravity une masse \m, egale 
a la racine carree de la masse totale m du systeme, puis de chercher les 

/H- I centres de gravite de la masse \jm combinee successivement avec cha- 

cune des masses sjmi. • 

On aurait n -i- 1 points analogues en prenant — \Jm a la place de \lm . 

4. L'equation ( 1 2) est encore susceptible d'une autre transformation 
par laquelle la somme S se reduit directement a n termes. On y arrive 
a I'aide de Tidentite suivante, analogue a (i i), et que Ton verifie aise- 
ment : 

n— I n 

(16) \ nii mk((Xi — Xk)) = (ni — m„)\mi {{xt — X)) — mnin (( jr„ — X)). 

o o 

Je designerai a present par M^ la somme des masses mo, m«, ..., m^, 
et par X, Tune des coordonnees du centre de gravite des memes masses, 



(*) Comptes rendus des siances de ^ Academic des Sciences, 22 juin 1868. 
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lie sorle que 

I i 

M, = N m*, Mi\i=\mkXk, M.= /w„ M, = 

o o 

A# i^ X^f A« ^^ A, 

X,- — Xi I Xi — Xi_i '. X/ — X/— I rt Mi_i I Ml • ffii. 

La formula (i6) devient alors 



w, 



« — I 



\ m, /?u •( :r, — x* )) = M*.., \ m, (( jt, — X, )) — M, w« (( x. — X J). 

o O 

Or Tequation {12) nous donne, si nous remplagons n par /i — i, 



« — I « - 1 



\ m, m* ((x, — xa )) = M,-, N m. (( X, — X._, )) ; 



par consequent 



\ /n, ((x, — X, )] — \ /n. ((x, — X,_, )) = -^-^ m„ ((x, — X, 



OUe formule etant appliquee plusieurs fois de suite, il vient 

mm m 

\ mil X. — X.)) = N w-^'w. ;( J^. — X,- )) = \ -s^ m, {(x, — X,_. )i, 

01 I 

ou bien 

(18 • S = y^/»i.({x,-X._.);. 

f 

On obtient done une substitution ortbogonale qui reduit § a /z ter- 
nies, en prenant 

Les relations lineaires par lesquelles les variables z dependent des 
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anciennes coordonnees x — X sont tres- simples. Nous avons d'abord 
^^ =r jr, — iTo, puis 

^i — X| ^ X| — Xi-.i 

d'oii, en ecrivant de nouveau X pour X;,, 



Xi - X, _ *, - j^. 5. , ^' ~ ^ - "Z Ml •* ' 



H-i 



d'oii Ton tire 



n 

(20) ^._x=$,-2]S^^- 



La coordonnee de m^ est done 



.r, — X = — N iji^ Ea , 



n 



et celle de m^, : 



Mil 



La comparaison avec la formule generate (7) montre que les coeffi- 
cients de transformation peuvent etre choisis de la maniere suivante : 

6v^ = o pour /«</, ^'* = "" v jjTTi — P^"** '*>'• 



et 



Si le premier corps m^ est le soleil, les aulres etant les planetes, les 

rapports -~^ s'ecartent tres-peu de Tunite, et les masses fictives fi, 

different a peine des masses plan^taires m,. La premiere coordonnee 
a?o — X est alors une quantite tres-pelite de I'ordre des masses plane- 
taires, les autres coordonnees xi — X se composent chacune d'un terme 
principal S, et d'une serie de termes secondaires, de Tordre des forces 
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perturbatrices : 



vTo — \ -rr 



X. — X- H, — 






/Wo H- /w, /i7o -f- m, -f- m, 



.3 



mo H~ w, /Mo -4- /n, -4- //ij 

//lo -h /W, -I- /Wj 



. . . y 



4" — 



/Wo -+- /W| -h . . . -f- //!„ 



On peut encore comprendre dans cet engrenage la lerre et la lune. 
II faut, dans ce cas, representer par m^ la terre, par m< la lune, par m^ 

lesoleil. La masse a, = /Wi ^— differe alors tres-peu de la masse 

*^' /Wo -4- //?, * 

lunaire w,, les masses julj, ]ul4, ..., tres-peu des masses planetairesm,, 
m^, .... Enfin, la masse fXa du soleil fictif est a tres-peu pres egale a 
la masse terreslre /Wo» puisque 

Ui = {mo -h /I?, ; 

' /i?2 -4- /n, -^ /Wo 

Lorsqu'il ne s'agit que de deux corps (/i = i), on a d'ailleurs 

//^((.ro - \)) -f- /w. ((or.-X)) 3= ^, ((HO) = -;J^^^ 

//? ■»" /»» I 

/Wo H- //I, -, 

-- — nh({x,-\)) 

= rrio ( ^0 — A ) . 

m, ' 

On peut done indifferemment considerer, soit le mouvcment des 
masses accouplees mo, m,, qui pivotent ensemble, aux extremites de la 
ligne /'oi, autour de leur centre de gravite commun, soit celui d'une 

masse ai = — - — -^ tournant autour de /Wo, soit enfin celui d'une 
™ /110-4-/W, 

masse rn^ ou /W| - -0 remplagant respectivement Wo ou /w,, 

//I I /flo 

et tournanl autour du centre de gravite des deux corps. Cela revient a 
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des changements de notation, car nous avons 



nu nil //i« -t- nil 



Si nous -ajoutons un troisieme corps, nous pouvons introduire la 
masse 0.2 = — qui tourne autour du centre de ffravite des deux 

^ nio H- nit -h m, ^ ® 

premiers corps (?2 = ir2--X«), ou bien la masse 1x3= — --^ -y 

tournant autour du centre de gravite general (I2 = ^Tj — X), car nous 
avons 

•STj — A. •STj ~~— JV.| 

ni9 -+- nil ni^ 4- /i?i -f- /w. 

Si nous adoptons ?2 = ^2 — X|, Hi = a?, — X^ nous avons la com- 
binaison indiquee par Jacobi (§ II, n" 15 deson Memoire sur rdlimina- 
lion des noeuds); deux planetes |X|, jXa tournant autour du centre de 
gravite du soleii nio et de la premiere planete /n(. En appelant rrio la 
terre, m, la lune, nous aurions un soleii fictif fia et une lune fictivejUL^ 
tournant tons les deux autour du centre de gravite de la terre et de la 

lune; ]ul2 differerait peu de la masse terrestre /Wo» et fx^ = /Wi * 



ni. 



differerait peu de la masse lunaire m,. Si nous remplacions x, — X, 



/?!, nio 



par X. — Xo et la valeur ci-dessus de a. par — '■ — ^> nous aurions une 

lune Active dont la masse |x, serait encore k peu pres egale a m, et qui 
tournerait autour dela terre, pendant que le soleii fictif fia tournerait 
autour du centre de gravite de la terre et de la lune. C'est la combi- 
naison adoptee par M. Weiler en j866; on voit qu'elle ne se distingue 
de la precedente que par un changement de notation. 

On pourrait main tenant ajouter un qualrieme corps /W3, dont la 

coordonnee serait I3 = ^3 — X2, et la masse Active jLf.^ = m, f i -U 

en designant par m la masse totale du systeme; puis un cinquieme 
corps m^, avec la coordonnee S4 et la masse fictive lx^, et ainsi de suite. 
L'avantage de cette transformation consiste dans la forme des equa- 
tions (20), qui permetde prendre, en premiere approximation, 

^0 '~~ ■<»• — O, JTj — \. — ui, • • • » ^n -^ — ^» 
Annales icientifiques de VEcoU Normale sup^rieure. Tome V. 4^ 
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5. Je supposerai que la foDCtion des forces a la forme ordinaire 

nik 






ou TiA figure la distance mutuelle des masses m,-, m/^, et A: \^ constante 
de Tattraction. Comme U ne depend pas des differences des coor- 
donnees, nous avons 



^ dx ^ dx ^ dz 



d*ou resnltent les trois integrales qui expriment la conservation du 
mouvement du centre de gravite, 

m\= k -+-B/, 
mY:=A'-hB'/, 

mZ = k^-h BU. 

En meme temps 

d'Xd'Y _d'Z_ 

dt' ~ dv "" dt^ ~~ ^' 

(3.) {"^ dv _-(B^-hB^ + B^J, 

at m 



Si nous nous reportons maintenant a Tidentite symbolique 

n 

S = ^^'^' '"^ ((^' - ^*)) =^m{{xi)) - m ((X)) 



nous voyons que nousaurons ((X)) = const., lorsque le symbole ((a;)) 
represente la force vive ou le mouvement areolaire, et ((X)) = o quand 
[[x)) = d^xix. II s'ensuit que les integrales des forces vives et des 
aires ont lieu pour les variables x^ — x/^, xi — X et £/, avec des con- 
stantes qui ne different que par le terme /7i((X)) des constantes ana- 
logues que Ton trouve pour les coordonnees absolues Xi. 
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Si nous designons, comme a rordinaire, par aT la force vive absolue 
des/i-hi corps donnes, et par H la difference T— U, le principe des 



forces vives donne I'integrale 



H=:A, 



oil h est nne constante. Mais si 2T represente la force vive des masses 
m,-, estimee autour de leur centre de gravite, ou bien la force vive des 
n masses |x, on aura 

H :r= /lo, 

en designant par Ao la constante A, diminuee de la demi-force vive du 
centre de gravite : 

am 

En prenant pour origine Tun des corps du systeme donne, par 
exemple /Wq, on pent tout exprimer par les differences a?, — x^, et 
rintegrale des forces vives se presente sous cette forme : 

iS— [(^^^^*)"- (^^')'- {-^*)"]- " ='■•• 

Soint L, M, N les trois constantes du plan invariable qui passe par le 
centre de gravite du systeme donne ; si on fait L^ -h M* -+- N* = K^, les 
rapports L : K, M : K, N : K sont les cosinus qui determinent le pole de ce 
plan. L'identite (12) donne alors 

— \ fYii fYik [(Xi — Xk)d(ri — Xh)— {Yi -Yh)d{Xi — Xk)] 
(22) j =^ mi[{Xi^\)d(Yi^\) - (y, - \)d(x^ ~ X)] 

et deux equations analogues pour les plans xz et yz. Le mouvement 

areolaire relatif des /n- i masses m, est done egal au mouvement 

areolaire des memes masses autour de leur centre de gravite, et au 

mouvement areolaire absolu des n masses |x,. Le plan invariable des 

masses jx/ est parallele a celui des masses m, tournant autour de leur 

centre de gravite. 

42. 
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Si nousprenons {{x)) = d^xdxy Tequation (12) raontreenfin que 

rf/' 3U =y m, d^Xi dxi =y mid'{xi — X ) d(x/ — X) =y f/, rf^E, 3H„ 

la somme comprenant loutes les variables x, j, z. II s'ensuit qu'on 
aura 

d'h_ rfu 
^' dr -"dTi 

pour les 3/1 coordonnees ?, >?, ^, comme on a 

dUx,-\) rfU 



dn d(Xi — \) 

pour les 3/H- 3 coordonnees a? — X, j — Y, 2 — Z. Lorsqu'on prend 
pour variables independanles les coordonnees ic/— iCo* Ji —,yo» ^i~ ^o» 
rapporlecs a Tun des mobiles (/Wo)» l^^ forme des equations differen- 
tielles n'est plus aussi simple. On a, dans ce cas, 

d'{x, — x,) I dV I V ^^ 






<//' m, d(Xi — x^) nio ^d(Xk — x^) 

I 

oil Ton peut, dans la somme, omeltre les termes de U qui dependent 
des differences x^ — xjk=^ Xi — a?o — {x,^ — a?o), parce que leurs deri- 
vees partielles se detruisent si on les ajoute. 

Voici enfin une derniere application de Tidentile (12). Soient r, et pi 
les rayons vecieurs des masses m^, |x,> et R celui de la masse m (du 
centre de gravite); soit r,vk la distance de m, a mj^, et R,- la distance de /w, 
a m (au centre de gravite). On aura 



M H H 



si on supprime les z, les quantitesr, R, p representent les projections 
des rayons vecteurs ou distances sur le plan des ary, et la formule ( 23) 
renferme des theoremes sur les moments d'inertie. Si elles representeni 
les distances ou rayons vecteurs memes, la (ormule (23), diflerentiee 
deux fois, conduit a une equation differentielle tres-remarquable. 
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On a evidemment 

en elendant les deux dernieres sommes a toules les variables ;r, 7, z, 
ou bien, en vertu des equations du mouvement, 






dV 
dx 



Op le principe des forces vives donne 



S'^(3f)=^^^^'^- 



D'un autre c6t6, U etant une fonction homogfene du degre — i, nous 
pouvons ecrire 

3U-4-Ud = o, 

en considerant i comme une facteur constant apres avoir developpc la 
variation rfU. II s'ensuitque 

2rf7^Z'^' '"'^"'^"^'T^^^^'^- 
On a, d'un autre cote, 

Done 

en designant par 2T0 la force vive des masses |x, ou la force vive des 
corps /w„ eshmee autour du centre de gravite. On deduit encore de la 
cette equation connue 

qui ne renferme que les distances mutuelles des mobiles. Jacobi en a 
tire des consequences importantes relatives a la stabilitc du systeme 
solaire. La stabilile exige que les distances/* restent finics. II faut pour 
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cela que Hq soil negalif, que les valeurs de U -h aA© oscillent autour de 
zero, celles de la force vive 2T0 autour de U. Une valeur positive de A© 
correspond au mouvement hyperbolique. une valeur nulle a des para- 
boles. 

6. En resume, les equations differentielles du mouvement et les 
integrales connues se presentent sous leur aspect le plus simple lors- 
qu'on fait usage des variables |, 19, ?. Le nombre des equations dif- 
ferentielles a inlegrer se reduit alors a 3/i comme lorsqu'on prend 
pour origine Tun des mobiles, mais sans qu'elles perdent, comme dans 
ce dernier cas, leur forme si simple. Les integrales des forces vives et 
des aires ne renferment, comme les equations differentielles, que les 
3/1 inconnuesi, >3, ?; le probleme des /i-i-i corps est done ramene a 
un probleme du mouvement de n corps. Ce resultat a ete obtenu par 
une elimination a Taide des trois integrales du centre de gravity. Mais 
il y a une difference essentielle entre le probleme primitif et le pro- 
bleme transforme : la fonction U ne depend plus des differences des va- 
riables. II en resulte que les sommesN ^ ne s*annulent pas, et que le 

principe de la conservation du mouvement du centre de gravite n'a pas 
lieu pour les masses fictives. Cette circonstance etablit une etroite ana- 
logic entre le probleme transforme et celui du mouvement de n corps 
autour d'un centre d'attraction fixe. 

Toutefois, a moins de supposer une loi d'attraction compliquee^ la 
fonction U, transformee par les |, to» ?» n'a pas la meme forme que 
dans le cas d'un centre fixe; Tanalogie se borne a cette remarque, que, 
dans les deux cas, U ne renferme que les distances mutuelles et les 
rayons vecteurs des mobiles. Soitpij^ la distance des masses jul/, jXi^, et 'Ja, 
le cosinus de Tangle forme par les rayons vecteurs pi et pk^ nous avons 

( ?6 ) Pi p« 7,k = li ?» -f- Tu TJi -h ti ?|, 

et si on fait ( -^ ^ 1 N f^A = ^h f les formules (7) dounent 



1 — xi-=\ ej*'^. 
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d'oii 



h 



formule symbolique oil il faut, apres developpement, faire (Jf^<ji= a^ 
et <j]l = (7>i;k = I. On a d'ailleurs 2phPt^hi=Ph-^p} —Pnn ce qui prouve 
que les dislances r^y^ ne dependent que des n rayons vecteurs p, et 

des ^^-^ — - dislances pik^ On a d'ailleurs 

7. II faut maintenant determiner les coefficients de la transforma- 
tion generate, de maniere a satisfaire aux conditions exprimees par les 
equations 

(2) \ckiC^^ = Of y Chi Chi "- 1 , 



et 



(6) 



/i=o hszo 



h = n 



CA(.= t/^» \chi^h = 0, 

k = o 



que nous avons etablies plus haut. 

M. Cayley a montre que les coefficients d'une substitution orthogo- 
nale peuvent s'exprimer d'une maniere generate par un systeme de 
quantites arbitraires. Nos coefficients c sont au nombre de (nn- i)*, 
et les equations (2) ci-dessus representent 



n{n -hi) (n -¥- i)(n -f- 2) 



conditions; il en resulte que le nombre des quantites arbitraires sera 
^gal a ^^^"t lJ, ou bien a /i(/i-h 1), s'il existe entre elles ^-^^ — - rela- 
tions. Je fais ici abstraction des conditions speciales enoncees par les 
equations (6), dont il sera question plus tard. Designons par 6,vi les 
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coefficients (le la transformation simultan^e 



on supposanl que 



n 

^rrii Xi =\ bik \lmh uu, 

o 

n. 



bih H- bhi = o , bii = I . 



On a (I'abord 2m, = a?, h- £,, et la resolution du systeme montre que Ton 
peut prendre 

(28) Cki='-^y ^"~ B ' 

en designant par B le determinant des 6, et par j3a,- le coefficient de bj,, 
dans B. La transformation prend alors cet aspect : 

n R 

( 29 ) B ( V m,- Xi 4- v'fXi li) = aN (3/ii V'/wa -"^ii = aN ^n V^ ^. 

o o 

Cette formule represenle une substitution orthogonale entre les varia- 
bles \miXi d'une part, et \i[iiSi de I'autre. Pour obtenir que So soit la 
coordonnee X du centre de gravite, il faut encore tenir compte des 

equations (6), c'est-a-dire prendre Cho^=\/ —- Nous ferons desormais 

^0= f , en prenant mo pour Tunite des masses, et nous ecrirons |3 a la 
place de jSoo» de sorte que /3 representera le determinant mineur 

;3==y(dt6..6«...*.«). 
Les equations (6) et (28) donnent alors 

Cos relations specialisent en quelque sorte la substitution orthogonale 
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qui convient an probleme des /n-i corps. Elles sont au nombre do 
71-4-1, mais ne represententque n conditions distinctes, car on a iden- 
tiqiiement 



n 



•^cl = ' ou bien y(2p*.)' = B'- (2^- B)S 



n 



d'oii il suit qu'en faisant -^ = Kj — i on aura necessaircmen 



t 



2(3 I 

o sjm 

II ne s'ajoute done que n conditions nouvelles aux -^ relations 

qui existaient deja entre les /i(/i -f- 1) quantites h^i dont les indices A,i 
sont differents Tun deTautre.Par consequent, si Ton tient coinpte de 

toutes les conditions a remplir, on dispose en realite de --^— — - arbi- 

traires (d*une seule dans le cas de trois corps). II est vrai que Ton pent, 
en outre, considerer comme arbitraires les n masses |x, mais dies n'en- 
trent dans les formules que comme facteurs des carres des coordonnees; 

aussi ecrirons-nous desormais ^/ a la place de \/fx)§,-, de sorle que les 
formules de transformation (7)et (8) deviennent 



Ar=n 



( 7 his ) >[mi [Xi — X ) =\ Cih ?a, 



h=in 



(8 bis) I, =\ CAi yjmh ( Xh— x,). 



h = 



8. Les equations de condition (3o) peuvent etre remplacees par des 
relations lineaires enlre les quantites b. Nous avons, en vertu des pro- 
prietes connues des determinants, 



h=:n k — n 

y bki Pa* = o, y */ii ^ki = B, 

Annates scientifiques de VEcole Normale superieure. Tome V. 4^ 
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(I'ou, Ji cause de (28), 

— I-+-\ *AiCyb — O. 

On en deduit, en faisant dans la premiere ^ = 0, dans la seconde 1 = 0, 



n 



[\-^ >fm)Ki-\-SyJmhbhi—o, pour />o, 

(3o) 

I 

II est facile de voir que Tune des equations (32) resulte desnautres, 
de sorte qu'elles ne represenlent que n conditions distinctes. En effet, 
si nous ajoutons les equations qui correspondent a f = o,< = i,< =2,..., 

aprfes les avoir respectivement multipliees par 1 4- \Jm, y/w, , \m^ ,... , 
il vient 



n It 



I — m 



-4-(n- sni)\yfm'kbk.-^ (i -h y m ) \ sl^k b^ "•-/^ \ S^i^i nik ^a, : " o. 



I I 



equation identique a cause des relations qui existent entre les b. 
Le systeme des formules 

bii — b^=ij 
bih-^ bhi = o, 

fr«i = — v,o, 



h=t, 



(^^) l{l'^^m)b.ir=z-.^^,bMi, 



A=, 

(1 -4- ^7n)bi.= i\lmi — \^^kbikj 



oil Ton suppose toujours les indices «et h differents dezero, exprime les 
quantiles 6/© ct h^i par les /i(/i — i) quantitesfr/ii donl Tindiee h diftere 
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He i. Ces quantites sont assujetties a satisfaire ^ ^ ^ ~" relations li- 

neaires et ne representent coDsequemment que ^-^ — - arbilraires; je 

les appellerai neaDmoins les arbitraires, afm de les distinguer des h^i, 
hoi et 6|o. 

On peut exprimer les coefBcients de la substitution par les arbitraires 
seules, en eliminant les 601 ^t les bio. 

L'equation (3o) nous donne d'abord 

Le determinant j3 ne renferme que les arbitraires ; il fournirait les 
coeflicients d'une substitution orthogonale du degre n. Nous pouvons lo 
decomposer en determinants partiels a Taide de la formule 



n 

(3 =S bik 6/A, 



oil la somme so prend par rapport a A ou par rapport a 1. On deduit 
/3oA de ]3, et ^i^ de ^oh par les operations suivantes. D'abord /3 se change 

en (f-H v/m)/3oA, si la ligne6,A» 62A»--- est remplac6e par 

— (1-4- v^m)i,a, —(1-+- V'm )*,«,. .., 

ou bien, a cause des formules (33), bp^ par 

p 

Le terme — 2 y^m^ donne — ^N v^/i^pa* 'e terme s^nif^bpf^ donne 

V^|3, et les autres termes donnent zero, en vertu d'un tbeoreme 

connu. Par consequent 

p 

(35) (1-+- V^m)(3oA= slmh^— 2N s/TripSph- 

On deduit ( i -4- \/m) p,vk de jSoA en rempla^ant dans B la colonne 6,0, 6,, , . . . 

43. 
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par line colonne 

— (i -t- )/ni)b^, — (i -h v^m) 601, 

Ell teDant comptc de (32) et tie (33), cela revient a remplacer b^^ par 
rl 6/^ par 

^ nil b,p -r ^ nijbjp -h. . . . 



Les termes srriibip donneDt yw/jSoA* les terines snti^bi^p, oil A differe de 1, 

<lonnent zero; enfin le lerme — 2vm, dans I'expression qui a pris 
la place de t,o» se trouve multiplie par le coeflScient de — 6/i, dans |S. 
11 en resulte que 

( 3t> ) (1-4- yjm) 3m = V 'w, i3.A -+- 2 v^m 6m. 

Je designerai a present par 7,^ les coefficients d'une substitution 
ortliogonale du degre n, tiree du determinant mineur p, de sorte que 



2 6,ji 2 6„ 



ot je representerai par 

?A = \ V^ 61A 



I 



1 = 1 



ce que devient /3 lorsque la ligne 6,^, ^ja* •••» ^m» ••• est reniplaeee 
par vWi» v'/^i, ..., v'''*i» •••• On trouve alors que les coefficients c s'ex- 
priment facilement a I'aide des 7. En effet, les formules (34), (35), 
(36) donnent 



p=ia 



— )/mc.k= ^ — V'WA^N v'W/»y/»*» 



(38) 

Cik — /lA H =: C^. 



La substitution orthogonale du degre n + 1 conduit done ici a une 
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aulre substitution du degre n : dans le cas de Irois corps, c'est une 
substitution ternaire qui revienl a une substitution binaire. On pour- 
rait Tappeler terno-binaire. On tire encore de (7 bis) et (8 bis) : 



V 



mi ^ 






ou bien 



^0— X :^ > C^hhtf 



(4o) 



1 

Xi—IL — -=: y y,hlh H -^=r \ C,h h. 

nii s^ I -f- ^m ^^ 



y/m 



Xi — X^=z -p:::, \ y.^f^ ~ =: > C\k CA, 

5«=> yhi\/nik(XH — Xo) -\ -A=(X— OTo), 

les sommes devant etre prises par rapport a h, depuis h = i jusqu'a 
h=: n. On prendra toujours m© = i. 

Un cas particulier est celui oil toutes les arbitraires s'evanouissent. 
Les quantites b se reduisent alors aux suivantes : 

A . A A v^'^' 

Oii = I , Oio= — 0.1 — ;= 1 

I 4- ^m 

et les determinants mineurs sont nuls ou egaux a Tunite : 

P = i, /«=», y,h = o. " 
L'unedesformules(4o)donnealorSy sinousreniplaQons ^^ par y/W/l/, 



n 



jr.- — JTo = Si' H ^ > '"A £a: 

1 + i/m ^^ 

c'est la transformation par les points canoniques, que nous avons deve- , 
loppee au n*' 3. 
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Un autre cas particulier est celui qui a ete traite au o^4, oil nous 
avons obtenu une substitution orthogonale en introduisant les centres 
do gravitc succossifs des systemes Mo, Mf, Mjt •-.• II est clair qu'on 
pourrait aussi arriver k la transformation generale du degre /i+ i en 
prenant pour point de depart Tun de ces cas particuliers et en appli- 
quant aux variables speciales xyz une substitution orthogonale du 
degre n, de maniere que 



S=^m,((x,)) = ^^.((?/)). 



Je me bornerai a indiquer plus loin la marche a suivre dans les cas 
de Irois et de quatre corps. 

9. Nous allons d'abord appliquer les formules generales au pro- 
bleme des trois corps. Nous avons ici #1=2, et les arbitraires se re- 
duisent a une seule, 6 = 6,, = — tji* Donc(*) 

^ = 1-4-6% 6„rrr6„ = i, €„ =r — Oj, = 6, 

2 lb 

7" -- y« — ii^^9 y«»— ~y»« — IT" 

L^s 7iA representent une substitution orthogonale binaire, et si nous 
ecrivons, pour abreger, 7 k la place de 71, et de 722* 7' k la place de 
7,2 et de — 72i» nous avons 7*-+-7'* = i, et nous pouvons prendre 
7 = cos 9, 7'=sinf, en representant I'arbitraire par Tangle f. Les 
iormules (38) donnent alors 

I Coefficients de 

x» — \ { _ . 

( V"' c.t = — V'Wj y — V'w, y\ 

^** x.-V I . _^ _ ^ « 

{ I — \#ii; \mcn— — >in, #11, 7 -t- I — \/n-h m,; y , 

X:— A J . _ ^ _ ^ ^ 



\ * ) Nou$ avons toujours accole les indices k , i sans les s^rer par une rirgoJe , nous 
iwons ^rii ^,, pour h^^, etc. Le lecteur ne s y trompera pas. 
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Ceofflciento dc 

(^2) / ( V^m, Coi — Cj, = v^ c,„ 

jCq ~—~ jCj 1 ____ __ 

( v^m, Caj — Cn =z — v^m c,„ 
J Cm — v^m, Ct, =: ^mCiu 

\ I c,a — >lmx Coj — — v^m Cj,. 

L'inspection de ces tableaux monlreque les six coefficients (4^)» qui 
servent k exprimer les differences des coordonnees par les ^yj^, sont 
ks mimes que ceux par lesquels on transforme les coordonnees 
^ — X, J — Y, jz — Z, rapportees au centre de gravite, ou, du moins, 
que ces deux groupes de coefficients ne different que par des facteurs 
qui dependent des masses. Les formules (39) combinees avec (/|o) 
donnenty par exemple, 

X^ A. "^^ Cji ^1 ••+- C02 ^2, 



\l 



\X% — X\) — Coi ^1 — Cix ^7, 



d'oii Ton tire 

On a des relationsanalogues pour (a?| — X) et(a?o — x^)^ pour (^Tj — X) 
et {x^ —^0); elles montrent que notre substitution terno-binaire four- 
nit les trois substitutions binaires contenues dans la formule 

^1 "^ 41 — ~ 



(43) 



nnx 4- m, 
mm,(jr, — X) -f- m,/Wo(jr, — ^.j^ 

mmj(a:, — X)' -f- m^m,[x^— x^Y 



t 



qui decoule aussi directement de (i 8). On pent remarquer, en outre, que 
les trois groupes Cqi, c^^\ c^^, Cy^\ C21, c^j dependent chacun de 7, -/ 
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par line substilulion orthogonale, ce qui s'exprime par Fegalite 
qui resulte aussi des relations 



V 2 , wa 



vu prcnant toujours/Wo = i. 

Si nous faisions d'abord 9 = 0, y = o, 7 = i, en ecrivant \//n, £,, 

\m2 12 a la place de ^,, ^2* nous trouverions la transformation par la- 
quelle les planMes m,, m, sont rapportees au point canonique du Soleil 
//?o- En offet, 

s/m (x, — X)=: — (m, g, -f- /Hj^,), 
•^3 — ^1 ^^^ ^3 — ^if 



coinme dans (i4). Pour examiner de pluspres le cas general, j'intro- 
duirai les trois angles a^, a,, ao defmis par les equations 



v^;;;^:;^, ^Wini 



(44) tga.== 4/:?!i, Iga,^ — 5^- , lga,= 

V m, 1-4- y m -4- /Ha 



et je poserai 



d'oii 



a, -h aj = 6, a« — ^i = di, a# -+- aj = 0i, 

2 



0H- 6.-4-0,= -, 

2 



,45,- „, = ^/-!!L, ^,, = ^i!;^, ,,5.= ^/:^ 

^ '^ V m ^ V 'W'Wi V 'WW, 

sm* = , r; ;» <^os' 9 = 

(i-*-#iii)(i-+-m,) 



m, 



sin' 01 = , r-^ :> cos* 6| =^ , , , , 

(I -h iwi) (m, -Hm,) (1 -+-in, ){m. -f- m,) 



(I-+- 


m,)(n-/ii5)' 




mnii 


(i-hm,)(in. -4-ma) 




m/iii 
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Oil trouve alors 



(46) 



1/ — '^ — c.i — sin((p — a,), 4/ '^ — c.j— — cos(9 ~ a.), 

^) \ l/— -^^ Cu =: COS ( 9 — a, ), \/ - - — c„ — sin ( 9 — 3c, ), 

] / m . , . I m , , 

4/ — ; c„ == — Sin 94-aj, 1/ -- ; c^-i == C0S(9 -f- a,). 

Avec ces coefficients on a, par exemple, en retablissani mo pour plus 
de symetrie, 



i/ ^.^' ( X, — X ) = $. cos ( 9 ~ a, ) -h 5, sin ( 9 — a, ), 

/ mom, (j.^_ j;^)— _^, sin(9 — a,)-4-5,cos(9 — a,), 
V nio-h ni2 

(47) \ 

./ _jnni2_ ( ^^ __ ;5^ J _ _ ^^ gin ( _^ ^^ J ^ g^ cos ( 9 -+- a,) , 
y mo -h mi 

/ mom. _^^j_g^cQg^ _^ a2)-»-?»sin(9-4-aO- 

y m«-i- m, 

Si Ton fail a, — 9 = 'j^, on a (p -h «2 = 6 — vp, et il vient 



i/ ^^' (x, — ^«) = 5, sin ^1/ -4- 5, cos i^, 

(48) r 

i/-^-!-(x.-^.) = ?.cos(0-+)4-5,sin(0-q.). 
y I 4- m, 

J'ecrirai maintenant de nouveau v>i !<» V/^s ?2' » '^ P'^icc tie S,, ^2, 
et je poserai 



(49) 



s^cos(9-^)=:y/^^, ^,cos|=y/^ 



Comme on a 



. a v^m, m: 

sin B = 1 



V^(i4-m,)(i -+-m,) 

Annaies scientifiques de I'Ecole Normale sup^rieitre. Tome V. 44 
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la premiere des equations (48) donne 

m, $, sin ^ 



Xi — X% — qj "f- 



I -+-m, sin cos (6 — ^) 
On trouve de cette fagon 

(50) "^-"-^^^TT^L' — i^s^9-r 

Si mo represeniait le Soleil, m^^ m^ etant deux planetes, il suifirait 
de prendre Tangle ^ entre les limites zero et 0, pour que les seconds 
termes de ces expressions fussent toujours de petites quantites de 
Tordre des masses m^ , m, et, par suite, comparables a des perturbations. 
On pourrait alors, en premiere approximation, prendre a:^ — Xo = E^ 
et j7, — iTo = ?o ct les coordonnees |,, ?2 seraient celles de deux mou- 
vements elliptiques. En meme temps, les masses |ui,, jul, difTereraient 
peu de nii^m^. 

II n'en serait plus de meme si nio etait U Terre, m^ la Lune, m^ le 
Soleil. Dans ce cas, le second terme de a:, — Xq ne serait plus tres- 

petit par Teffet du coefficient *—y dont la valeur serait alors voisine 

de Tunite; en outre, le rapport ^'_^* (et par suite aussi |^) pourrait 

devenir egal a 4oo. 11 faudrait done alors prendre ^ = 0^ afin d'an- 
nuler completement le second terme de a;, — Xo' On aurait de cette 
maniere 

\ ^, — X, — 5, , a, = ; , 

i y , ^** y m,(i-|-m,) 

I x,~X.:=5,-f g. , ll,= i. 

Cest notre transformation (19), car, en designant par X| la coordonnee 
du centre de gravity de la Terre et de la Lune, nous avons 

A',-h m,x, r=(i -f- m,)X,, d'oii 5, = x,— X,, 

comme dans (19). 
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presenter sous la forme suivante : 



m) 



1/ ; (^y— x*)— V 



tJ-i X,, 






{ »^2 «^o) 



./ 



m, nit 

nii -\- nil 






(xj— x,)= ^ 



* \lmmx-\-m^mt 



V m«-h w, 



U3X2, 



m. -h m, 



(JT,— X,) 



— vfXjXi v'"«'''s-i- Vi^« x« M ff^n^9 



^nini^-h nnxnit 



ntt -h /W: 



(jr«— X5) = 






Si on introduit les angles 9 defiuis par Ics formules (4S}» il vient 



..^'^S) 



4/ ^^ ^(^a— X.)= va,X,C0S9 -4- /uTx, Sin 6, 

v/ 






(j;,— 0:,):= vuiXjCOsO, — v'f^iX, sin0,, 



/n, -4- Wj 



(a:,— X,)---— ^ajXjSin© -f- Vf^, x,cos5, 



4/ ^(.^•-- X,):r -- ^olxjsin©, — v«i X, cosO, 

V m, -f- Wj ' ^ * ^ * 



Je pose maintenant 



(56) 



et je Irouve , 



y a, Xi 
y.t^iX, 



- Ho 005(0,-4-4/) -4 ^.sin((;.-+-'^), 

— ;.sin((/,-t '^J^)- ;,ros(9.-f- 'I), 



l5- 



1 / m^m-i 

I 4 / ^'^'> 

. y //J, -f- m.. 



(jr.- X,) — H.cos((;,- '4/)-f- ;, sin(0:— •]/), 



!x, - X: ) - If sin vl -*- ?, ros'i/. 
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En meme temps 

Les formules (57) coincidenl avec (48), si on avance tous les indices 
d'une unite en ecrivant i, 2, o pour o, 1, 2, et en prenant /no = i, 
Oo = 0. 

Pour un systeme de quatre corps /Wo, m,, mj, /Wj, nous aurions 






et 



X3 — X-i —— A.a , Uj — ? 

/n, -4- /Wi -+- /??-! 4- /W3 



les valours de Xf» X2» fx,, /Xj etant les memos que precedemment dans le 
cas des trois corps. Les formules (20) donnent les expressions des coor- 
donnees x—\ par les trois x, et si nous introduisons les angles j^o» 
:^4, 3^2 deBnis par les equations 



oil m = /n^j-f- /Wi -f- /Wa + /Wj, il vient 



/ 






t/ ^j^ (.Ta— X5)= — V^,XsSin.^a-h v^f/j XjCOSi^, , 

(59) ( 

V/t:;; !;r (^•~ ^3)= — v^aaX^sinS-,— (v^x,sln B — vV, x, cos0 j cos£r, , 

yf III ^■~ //I I 

V/^;; !;; (^•--Xa)^ — v/f^xssin^,— (v/f/jXaSinS.H-v/'itllx.cos^Ocos^^c. 

Les formules (55) montrent que les deux parentheses qui entrent 
dans les expressions de x^ — X, et de x^— Xj representent les coor- 
donnees a?, — Xj et a?o — Xa, comme x, represente x^— X^. On pour- 
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rait muiuteiiant transformer les variables X|, Xj, Xj au moyen d'une 
substitution ortbogonale ternaire qui renfermerait trois angles arbi- 
traires y» ^> X' '^^ nouvelles variables dependraient alors des quatre 
coordonnees a?© — X, a?| — X, a?2 — X, x^—X par une substitution 
quaternaire de Tespece defmie par les formules (4o)- 

11. II y a quelque interet a comparer ces formulas a celles de Jacobi. 
En introduisant dans ces dernieres les changements de notation indis- 
pensables, nous avons, pour trois corps, 

XiZ X -I- fla,?, -h ttiilt, 



m\-- /7?o Xo -\- nil Xi-h nil Xi , 

^1 ^^^ ^01 X^ -\- (X.\\ X\ -+- (X.\\ Xi , 
^a ^^^^ 0^02 «^o I flf I J -^1 "^ Of« -^J J 



avec ces conditions pour les coefficients a et a : 

/w, floi 4- m, a,, 4- /Waaj, -= o, a.i 4- a,, 4- a^, =:: o, 

/Wo Am 4- Wl, da 4- /Ha flaa =:=^ O, aoa 4- OCn 4- aaa = O, 

ni9 m, m^ 

Si on fait, avec Jacobi, 

y, r=r aai — floi , 3, = aaa — «•?, 

•j/i^r a^^ — an, da:~~a«a — «ia, 

yo 4- yi 4- yj :=: O, 5. 4- 3, 4- ij rrr O, 

ar, — jr, = y, 5, 4- 3, S» , 

^j^^.--yi?i4- 3, ga, 
a:,— JT, — ya5,4-3a$a, 



ce qui donne 
il vient 



d'oii Ton tire par elimination 



(yi3a— ya3,)g, ~3.;r,4- 3,^,4- da j;i, 
(ya3, — y, 3a)$a--y.Xo4-y,x,4-yax,, 
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Les six coeificients 7, & ne different done des six a que par le facteur 
72 ^i — 7i ^2- II s'ensuit qu'ils devront aussi verifier Tequation 

/Wo 'Wi /Wj 

ou bien 

~-(y.-^-y>)(*.-4-*:)-^-J-y.5.-+- -^y,d,z=o. 

On peut la resoudre en posant 

oil 6 est une quantite arbitraire. En prenant 72 = — i» c^i =i> on 
aurait 



1*1 "~~ ^Q -— - Ul "• 



JTj ^# ^' "^~ 



= > 



mylx 
I -h m, H — Jm 



formules qui coincident avee (52), si nous ecrivons 



\/r 



m. 



-f- wi, 

a la place de £. 

L'equation m^Uoi -f- /Wi a,, -f- Wja,, =0 donne encore 

ma,,~ nxiy^— nuy.y moM - niidt— /Wa^,, 
mflfa, ^^ /w«yi — /Hi yi, majj -- mtii — //ii do, 

welant toujourslasomme /n^j^ m, 4- Wa. On tire de la, en multipliant 
par /Tio^oM ^i ^M» ^^2 ^20 ^t ajoutant, 



a, = m« a„ + w, a,, H- /^j aj, = - 

m \m 



7 t 2 nuni,mi/dl 
uj = /Wo floi -4- /Wi a,a -4- /w, ajj = ■ I 1 '- -\ ^ | > 



t + il + yi] 

\/wo /w, /w,y 



'^ *^ m ' ' ' /Wo 
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12. Nous avons vu que le problfeme des n-f-i corps peul toujours 
se reduire a un probleme du mouvement de n corps ficlifs a Paide d'une 
substitution orthogonale d*une certaine nature que nous avons repre- 
sentee par la formule symbolique 

n 

I 

Les distances r qui entrent dans la fonction des forces s'expriinent 
alors par les rayons vecteurs p des corps tictifs et par les cosinus Oif^ 
des angles {Uc) compris entre deux rayons vecleurs p,, pa» au moyen 
de la formule (27) 



^^i^L^l^A^^P*^*]' 



dans laquelle il faut, apres developpeinent du carre, poser <7y^ c/ = c^i/ 
et ol = (T/i/i = I . On a dVilleurs (a6) 

9i p* (Tik = ?i Ik -h fii Yik 4- ?, ?*. 

La fonction des forces U est une fonction homogene du degre — i 
par rapport aux coordonnees et distances. On aura done, en tenant 
compte des formules (26) et (27), 

(60) u^Sp'^.--' 

et 

a Pi ^ dli dm d^t 

On trouve encore 
.^ . . rfU dV X^lim-fiilH d{] 

drii d\i ^j pi PA d(Tih 

et, par suite, 

Cette derniere formule donnerait les integrates des aires. L'expression 
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?i>3a— >3iIa» qui figure dans (62), est le double de la projeclion du 
triangle forme par les rayons vecteurs p^, p^' ^^^ consequent, si nous 
designons par a/^, |3m> 7ia 'es cosinus des angles que la normale au plan 
de ce triangle fait avee les trois axes, 

h m — vj. Ih = pi pA sin ( ih ) y,h . 

Getie expression etant substituee dans (62), il vicnt, en tenant 
compte des equations du mouvement et en remplaQant c^Cia par 
— sin(iA) d{ih), 

Solent encore a,, jS,, 7, les trois cosinus qui determinent le plan de I'or- 
bite instantanee du corps jul/, et soity} le produit de /x, par le double de 
Taire ou de la vitesse areolaire du rayon vecteur p,, on aura 

et les integrales des aires pourront s'ecrire de cette maniere : 

(65) Y/^oci = U ^/(3, = M, ^./;7*=:N. 

Ces trois equations signifient que le mouvement areolaire dans un plan 
quelconque est constant. Si on fait L' 4- M^ -h N^ = K^, on a encore 

(66) ^/'-f-2^//A5,A=K', 

oil Sih est le cosinus de Tinclinaison relative des deux orbites/,/^. On 
pent considerer K comme la resultante de n forces egales aux quan- 
tites/et perpendiculaires aux plans des orbites; la direction de cette 
resultante represente la normale au plan invariable du systeme. 
L'equation (64) donne a present 



<'=') =^' =-S" 



d(ili) 



et Pon a deux equations analogues pour a/ et |3,-. Si nous les ajoutons 

Annales scientifiques de I'Ecole Normale superieure. Tome V. 4^ 
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aprfes les avoir multipliees par a/, |3|, 7/, nous avons 

a, rfa/ -4- (3/ rf(3/ -^ yidyi=: o, 

a, a,A 4- (3/ P/a -4- y^ y,A = cos O/a , 

ou Oik est rinclinaison de rorbite'^/J- sur le plan du triangle (p,, p^); 
done ' 

Prcnons niaintcnant le plan invariable pour celui des xy, en faisant 
L = M =0, N = K, ct soient : X/ les inclinaisons des plans des aires 
sur le plan invariable; d^^- les angles eompris entre leurs intersections 
avec ee plan et Taxe des x^ ou ce qu'on appelle les longitudes des noeuds; 
U| les distances des planetes aux noeuds ascendants; on aura 

y,=z cos)^, Pi=sinX,cos9^i, a,= sini, sin^,, 
et le principe des aires donnera 

(6t)) \y)cos)^=: K, \ /sin)., cos 5,:= o, \ /sin)., sin ^,= 0. 

Les coordonnees rectangulaires £, n, ^ auront pour expression 

i ^ rrr p{cos^cosj — sinS^sini»cos).), 
(70^ ' r; =:p(sin^ cost* H-cosS^sinjcos).), 

K =psiny sin).. 

Le eosinus de Tangle {ih) eompris entre deux rayons veeteurs p/« p^ 
est donne par la formule 

j, <r.A = cos \Ji cos UA cos ( ^, — ^A ) 
(71' -h sinwsin'»>ji[sin).,sin)4-i- cos).. cos)4COs(^,— H)] 

\ -h(cos-j,sin'^ACos)4 — sinwcos;/ACos).,Osin(S,— ^4). 

l^.onsiderons maintenant le quadrilatere spherique dont les cotes sont 
Vi. ^A' \'^) et ^,— ^A> es angles X,> )^, 6,^ et 5^/. Si le rayon pi se de- 
place seul dans son orbite, les inclinaisons et les nceuds restant con- 
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slants, ainsi que u^, la variation correspondante de Tare {ih) sera la 
projeclion de — rfu, sur le grand cercle de {ih), de sorle que 

-^5 — ' = — cos Oik . 
dxji 

Par consequent 

dfi_ _ Y rfU £/(/A) _ rfU 
dt ^d(ih) dvi dvi^ 

ou bien, puisque T ne renferme pas les u, 
, , dfi rfH 

13. A la place des trois composantes rectangulaires des vitesses co, 
j'introduirai maintenant les deux composantes prises. Tune dans la 
direction du rayon, Tautre perpendiculairement au rayon et dans le 
plan de Torbite instantanee/. Soit &v le deplacement angulaire du 
rayon vecteur p pendant le temps dt^ les deux composantes de la Vi- 
tesse 0) seront 

dp 8u 

i ^' PdJ- 

On aura d'ailleurs 

f=^^dr ^" ^*^" ^Tt=y 

et en faisant 1^^ = ^> on pourra considerer w et - comme les deux 

composantes de la quantite de mouvement jxa). L*expression des forces 
vives devient a present 

Si on differentie I'^quation pdp = ^d^-\-ridYi -h i^d^, on trouve, en 
ayant egard a (6i), 

I , djs , rfU 

ou bien, en remplaoant la vitesse u par ses deux composantes, 



, ,, rfro I /' dV 



45. 
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Le premier terme de cette expression n'est autre chose que — ^; par 
suite 

<7^) in = --rp' 

On a (Je nieme -7^ = - = -7—5 d ou 

at a aro 

On voit que les rayons vecteurs et les vitesses radiales multipliees par 
les masses constituent un systeme de variables conjuguees. 
L'equation f ^4) donnerait encore 

ou hien 



(it 



14. II taut maintenant cherclier les equations differentielles pour 
les inclinaisons X, les distances aux noeuds u et les longitudes des 
noeuds ^. 

Le plan invariable etant celui des xy^ nous avons cosX/ = 7i, et, par 

(67) el (68), 



f.smh -j^ = ^^ + cos>, -^ =2^(y.vi- cosX, cosS/a) -^ 



) 



Or, 7m est le cosinus de Tinclinaison du plan (pi, p/J sur le plan inva- 
riable; done 

y,vi = cos >. cos Oih -+- sin X. sin 0,a cos u, , 
el 



h 



Supposons que, dans Tangle tetraedre forme par deux rayons vec- 
teurs et leurs noeuds, Tarete p, se deplace seule en decrivant un cone 
circulaire d'amplitude u/ autour de son noeud ; le plan de Torbite 
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tournera d'un angle rfX/, le rayon vecteup p, decrira Tare sinu.rfX/, 
qui fera avec le plan de {ih) un angle egal a 90**— 9/a» et la dis- 
tance (/A) croilpa d'une quantite egale a la projection de sinU|rfX/ 
sur (lA). Done 

d{ih) . . . 
-Att- = sin Vi sin Oik' 

Pap consequent 

rfX/ V ^U dii/i) d[] 

(77) /tangu,^ ^ZrffTF) "rfT" -"-' rfX;' 

La quantite -ird^i reppesente raccroissemenl que U prend lorsque 

le plan/ tourne autour de son noeud d'un angle d\iy les distances aux 
noeuds, les differences desnoeuds et les inclinaisons, hormisX,, restant 
constantes. 

Cherchons maintenant les equations differentielles qui determinent 
les deux Elements v et ^. 

La variation totale de u se compose du deplacement angulaire d'u du 
rayon vecteur p et de la quantite A v, dont u s'accroit par suite de la ro- 
tation du plan de I'orbite autour du rayon vecteur. Comme cette rotation 
n'affecte pas la latitude, on trouvera Au en considerant ^ comme une 
constante, ou en egalant a zero la variation du produit sinusin)., ce 
qui donne 

(78) langX/Au/H- tangL»irfX/=r o. 

L'arc Au, est d'ailleurs la projection de — d^i sur le grand cercle de u,; 
d'oii il suit que 

(79) Al»,4- cos>, rf3^/= o, 

et 

(80) rf^,:^tangw5^.. 

Par consequent 



(81) 



^' dt ~" rfcos>,' 

Ji "77 " COS/f-1 r- 

•^ dt acos/i 
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La vilesse angulaire Retail 

Jt -^ ij.p^ ~ df ' 
par suite, en ajoutanl iv a Au, 

dvi dT cos>, dV 



(82) 



dt dfi fi dcos'ki 



15. Nous pouvons maintenant reuDir en tableau les difTerenls resul- 
tats obtenus dans les n^* 12, 13 et 14. 



m 



Pour les rayons vecteurs p el les vitesses radiales p' = —, nous 
avons trouve 



dp 

dt 


dn 

dm 


1 


BT, 






dm 
dt 


dVl 

dp 




Lfl 


-4- 


dV 
dp 



la force vive etant exprimee par 



-2-;(-*f) 



Nous avons ensuite, pour les aires ou vitesses areolaires /, 

dft rfH V fl «^U 

pour les inclinaisons X, 

dli rfU \^ . ^ dV 



^dh ^ dU V • fl «^ 



pour les distances aux noeuds u, 

d\ji dT cosX. rfU 



dt dfi fi rfcosXi' 
pour les longitudes des noeuds s^, 

Ji ^# — 



dt rfcos^i' 
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en meme temps, pour chaque orbite, 

dvdTJl 
dt~1J'~- ^/ 

rfS^ slangy — 



sin> 



Si Ton introduisait, a Texemple de M. Weiler, une fonetion perlur- 
batrice 

{83) R = u~y^, 

oil les constantes ^/, sont encore indeterminees, on aurait 

rfR _ rfU rfR rfU Aha 



d[ih)'^d(ihy dp dp p' 

pap consequent, en vertu de (74)» 

d'p __ p k I rfR 



^ ^^ rf/» fji'p» p' ^ i:/ dp 

Pour assimiler cette equation a celle d'une orbite elliptique de denii- 
parametre jE?, on poserait/* = [i^pk, ce qui donnerait 

(85) ^=^Pt^!L^Ld^. 

^ ^ dr p> p' [J- dp 

Les lois connues du luouvement elliptique donnent encore, en desi- 
gnant par a le demi-grand axe et par u la vitesse, 



03' 



2 A* ff 

p a 

II s'ensuit que 



^ p ^ 2a' 

et le principe des forces vivesdonne, en tenant compte de (83), 
(86) R+y *^-f //.:=o. 
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Le principe des aires donne, en meme temps, 

(87) ^iJ,a^Jk=U ^iJi^s/pk^^M, ^pyv^^^N, 

et requalion (72) devient 

JT d sIp rfR 

(88) f.VA^_^=^- 
Enfin, 

I da \ dp 1 £/R rfp 

^^' "^'Ti ~J'di'^'irk7^di' 

16. Dans le problfeme des trois corps, les integrales des aires son! 

/i «! -t-/2 aj = L, 

d*ou il resulie que la normale au plan invariable representc la direc- 
tion de la resultanle de deux forces /,, /a qui s'exerceraient suivant 
les normales aux plans des aires, et que la valeur de cette resullante 
est K. II s*ensuit aussi que la normale au plan invariable est perpen- 
diculaire a Tintersection des orbites, ou que celles-ci se coupent dans 
le plan invariable. On aura done J^, =3^2; 'es deux orbites ont le 
meme noeud, et le principe des aires donne 

. . I /, sinX, -+-/aSinX,=:o, 

^^^' I yicosX, -^/,cosX2 = K; 

d'ou Ton tire 

^ _ K sin h ^ __ K sin >., 



(9^) 



cosX, = •' • / ' cosX, = V .' > 

cos(?.. — X,) = :5^ — V „ '^' . 



L'inciinaison relative des orbites est egale a la difference X, — Xj, et 
si nous ecrivons <j pour cos (i, a), nous avons 

(93) (r=:r cos i>, cos L>j H- sitt u, sinu!3C0s(Xi — >,). 
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Les relations (91) nous permettent d'ecrire, a la place de (77) et 
de(8i): 

. '\ -77 "- — Kcosu, sinu, -7-1 
sm /i a/ a(T 

(94) { ^brf T77 ==-Ksinu,cosu, -T-. 

sm J^-i at da 

r r d^ iz ' d^ 

f^f. -jj rr.i-Ksinu, smu,-^. 

L'^quation (72) donnerait encore 

df, dddX] 

, ^. , dl dvi da 

^ ^df, dadV 

dt dui da 

Enfin, on tirerait de (74) et de (24) : 

dlt-l.fl,dU 
^' dr -fx^py dp,' 

/^x ; d'p, I f\ dV 

(96) / fj., — ^ — ''' ^ 



dt^ fx^pl dp, 
d- 

37,(f^tpM-i^2p5) = 2U-i-4/jo. 

Entre les derivees partielles de U il exisle la relation suivante, deja 
indiquee par M. Weiler : 

d'U dl] , ,,c/'U rfU 

Mais les relations (91) montrent que Ton peutaussi introduire/1,/2 
comme variables independantes a la place des inclinaisonsX,, X,. On a 
d'abord 

rfC0S(X, — >a) ___ KCOSX, COSX, £/C0S(X, -— >a) 

5/! "^ //a 7 rfCOSX, ' 

par suite : 

cosX, rfU _ cos>, rfU rfcos(X, — X,)_ rfU 

/, dcosh~ j\ rfcos(X, — Xa) JcosX, dfx 

Annalei scicntifiques de I'icole Normale sttperieure. Tome V. 4^ 



:'^5lkj, 



k--'JJftf'- <• 
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L'equalion (82) devient alors 

iy_dT'__dUdn 
di-df df- df 

Le prohleme des trois corps se trouve ainsi ramene a rintegralion 
du systenie canonique de huit equations differentielles du premier 
ordre que voici : 



(97) 



-F-v^'-^p?; 


2fA 


a,, -,-- 


[ dp, rfH 
dt dus, 


dm, 
dl 


rfH 

dp,^ 


dp, dH 
dt drsi 


rfojj 

dt 


rfH 

dp,^ 


\ dv, rfH 
dt df,' 


df. 
dt ~ 


rfH 

dv, 


dv, rfH 
1 dl df,' 


dt 


rfH 

dv, 



Ces equations n*en representent que sept si nous eliminons ^/; on 
peut meme dire qu*elles se reduisent a six a cause de Tintegrale des 
forces vives, H = A. Apres I'integration de ce systeme, le temps et la 
longitude du noeud se trouveraient par des quadratures. On a vu, en 
eflet, que le noeud a disparu des equations difTerentielles; on pourra 
le determiner a part a Taide des equations 

If, dh dX, 

° sinX, ^ sin>.. 

On a d'ailleurs aussi 

d^ I dU dfdV 

dt ""/(/cosX' dt~~ dif^ 
iVoix 

r/S _ I </U d(T dfd^d^ d(f,-\-f,) _d^ld^ ^dQ\ 
dt ~/ d<T rfcosX' dt ~~ dd dv^ dt ~ da \dif^ djj' 

Or 

I d(T I , rfcosfX, — A2) ksinj, sin;^, 

/ d cos A, / d cos X, y, /, 



',' -i- -7- -- sin(u, -^•^,)[— I -H cos ()., — >, J] = sin(ii, -•- v.) 

^1 CfU] 
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par consequent : 



( 



ov<.__ r aKsinu. sinu, d{f,-\-ft) _ r sinu>. sini>, , / -4-/1 -<- K 
^^""-j sin(u.-+-u,) Ka-(/4-/,)>-'j sin(u.+i;0 ^^/.-+-/>-K* 

Si Ton regarde le noeud des orbites comme leur intersection mii- 
tuelVe, ies equations (97)* ne renferment plus aucuoe trace du plan 
invariable, eHes ne renferment que l«s rayons veeteurs et Ies plans des 
orbites; le plan invariable n'entre en scene que par Tequation (98), 
qui represente une quadrature. 

17. Chez Jacobi, Ies equations differentielles du probleme des trois 
corps sont presentees sous la forme que voici : 

I. lang i>, -: — r- = lang l», -: — r- = d^^, 
sill /, sin A, 

„ dX J K sin >, dt 

lung/, /x, sill (/, — /») pj 

,,, rf>j , K sin X, dt 

111. lang l>j r- H- tfL»j = : jr r— -- , 

tang A, |tx,sin(A, — A,) p5 

.y K sinAirfX, rfU , 

cosu, sinL»2sin*(A, — X,) "^ ^cos (i, 2) 

^ \dt J ^ \dt ) sin»(X, — A,) \ f/ipf IJ'^92 I 

VI. ~-(/x.p;-+-a,p;)=:2U-f-4A.. 

Jacobi dit que le probleme des trois corps se trouve ainsi reduit ii 
rintegration de six equations, dont cinq du premier et une du second 
ordre, et a une quadrature, c Par suite, ajoute-t-il. Ton a fait cinq in- 
tegrations. Les integrates connues n'etant qu'au nombre de quatre, on 
pourra done dire que Ton a fait une integration de plus dans le sys- 
teme du monde. > Cette conclusion parait diflicile a justifier, car, 
ainsi que Ta deja fait remarquer M. Cayley, la quadrature parlaquelle 
on determine la longitude du noeud ^ doit toujours compter pour une 
equation differentielle tant que le systecne de six equations n'a pas ete 
integr6 (*). 



(*) Report of the British Association y 32** meeting, Londres, i863, p. 21 5. 

46. 
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f^M umzrt «ii{uaUons du premier ordre d'oii depend le probleme 
lor^MiU'in fait asage des coordonnees rectangulaires se reduisent a 
^pc par les qaatre integrales connues et par relimination de ^/. Si, 

♦lansf I** cysteine d'equations adople par Jacobi, on considere-^et-^' 

(!i>inni«>deos %'ariables independantes, et Tequation V comme une inte- 
;frak, on pent remplacer V et VI par les quatre equations du premier 
ordr»» 



(it ''" dt ~'^'' dt " " £// 



i|ui sont oontenues dans la formule 25 du § 4 du Memoire de Jacobi, 
formule qui donne Texpression de -r^- Le systeme 

dy.x d\i dvx d\ji dpi dpi rfp', dp^ . . 

T ~ IT ~ "c" TF e" T "g" "B" ^~ ^ ^ 

represenle alors sept equations du premier ordre, avee une integrale 
(celle des forces vives), et les quadratures virtuelles qui donnent le noeud 
el le temps. On pourrait aussi, avec M. Cayley, conscrver Tequation VI 
en I'ecrivant de cette maniere : 

oil 

(\ Jp, , dpi 

et profiter de {'equation, V pour exprimer ^'et-~-'en fonclion des 

sept variables X|, Xa, U|, U2» pn P2» 0- Le systeme de Jacobi prendrait 
alors cet aspect : 

rfXi dh dvi dvi dpi dp2 _ rft) , . . 

x~ir""ir""Tr"X"~T^ G"^"^' ^' 

et se reduirait, par consequent, a six equations du premier ordre sans 
integrale. On arriverait au meme resultat en faisant, avec M. Weiler, 

^jUL, Pi :^ rcostj;, y/jx, jOj = ^siuil', d'oii Q := r -r-- En resume, on voil 
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que Jacob! aurait etc en droit de dire que, grace a la transformation 
imaginee par lui, le probleme des trois corps se reduisait a Tiniegra- 
tion de six equations difTerentielles du premier ordre el a deux qua- 
dratures. Les equations 1 a IV de son tableau definitif, et la formule 25 
du § 4 montrent que les derivees par rapport au temps des huit va- 
riables pif Pa, p\y p'2, X,, Xa, VifV2 ne renferment pas d'autres incon- 
nues que ces variables elles-memes. 

18. Le procede de Jacobi revient, comme nous Tavons vu, a eliminer 
par le principe des aires le nceud des deux orbites ou leur intersection 
commune avec le plan invariable. En substituant les aires/aux incli- 
naisons X, j'ai fait disparaitre des equations differentielles la derniere 
trace du plan invariable, de sorte qu*on ne determine d*abord que le 
mouvement dans les deux orbites, dont Tintersection mutuelle sert de 
repere. 

On pourrait de la meme maniere eliminer le nceud du plan des deux 
corpsy c'est-a-dire son intersection avec le plan invariable. Le plan des 
deux corps, ou plan des vecteurs p,, p^^ se confond toujours avec le 
plan des trois corps, si Torigine des coordonnees Syj^ est prise dans 
ce plan. On arrive ainsi k ne faire figurer dans les equations differen- 
tielles que le mouvement des trois corps dans leur plan. En effet, le 
principe des aires nous dit que deux forces egales aux aires /< 
et /a et perpendiculaires aux orbites des deux corps fictifs ont une 
resultante K invariable en grandeur et en direction. En d'autres 
termes, les normales /i , /a aux orbites sonl les cotes d'un parallelo- 
gramme dont la diagonale est la normale K au plan invariable. Soit 
encore P la normale au plan des trois corps. Si Ton mene par la nor- 
male P trois plans qui passent par les normales /<, /a, K, ces plans se- 
ront evidemment perpendiculaires aux intersections du plan des trois 
corps avec les orbites et avec le plan invariable, c'est-a-dire aux rayons 
vecteurs p^, p^ et au noeud N du plan des trois corps, et si on les fait 
lourner de 90 degres autour de P, ils passeront par p,, /Sa et N. Or, ces 
trois plans renferment les cotes et la diagonale du parallelogramme/,, 
/a, K, lequel les suit dans leur rotation autour de la normale P, de 
maniere que les angles (P,/i), (P>/a)» (P> K) restent toujours les 
memes. Ces trois angles, que je designerai par 6|, Q^ et I, representent 
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done toujoui'S les inclinaisons des plans des orbites et du plan inva- 
riable par rapport au plan des trois corps; seulement la droite/i est 
maintenant dans le plan (P, p, ), la droite/^ d^ns le plan (P, p^), la dia- 
gonale K dans le plan (P, N). Si nous projetons le parallelogramme siir 
la normale P, nous avons 

(99) K cosi =/ COS0, -f-/, COS0J. 

Si nous le projetons sur le plan des trois corps, la projection forme un 
parallelogramme dont les cotes /< sinS, et/aSinSj coincident respec- 
tivement avee p^ et p2f et dont la diagonale K sin I tombe sur le noeud N. 
II s'ensuit que les quantites/, sin6, , /asinS,* c'est-a-dire les deux 
composantes des vitesses areolaires qui sont perpendiculaires au plan 
des trois corps, peuvent s'exprimer par K sin I et par les angles que les 
rayons vecteurs p^ p^ forment avec le nceud N. On a, en effet, 

f.siii^, /;sin0, KsinI 

(100; ^^ — — -'-- — -;— -, 

sm/is smfi, sm(i, 2) 

en designant par t/,, u^ les distances des rayons vecteurs au noeud N de 
leur plan, et par (i, a) = Wa— m< Tangle compris entre /s, et p^. Or, 
KsinI pent s'exprimer par KcosI ou par la somme des composantes 
/i cos5< , /a cos^a qui representent le mouvement areolaire dans le plan 
meme des trois corps. II s'ensuit que ces deux composantes et les an- 
gles i/|, Wj suffisent a exprimer les composantes /< sin 9|, /aSinSj, et 
par suite les aires /,,/2 elles-memes. On a, par exemple, 

/ — / cos»0, -4- -T—. ^. sm^w, 

•^ sm^(i, 95) 

=/? cos'0. -+- .^'"'''' ^ [K'-(/ COS0. -^/, COS0O']. 

La force vive du systeme pent done s'exprimer par les rayons vecteurs p, 
les vitesses radiales p\ les distances au noeud u et le mouvement areo- 
laire /cos© dans le plan des trois corps. La fonction des forces ne ren- 
ferme que les rayons p et Tangle (i, 2), qui est la difference Mj— w,. II 
en resulte que la fonction H = T — U pent etre exprimee par les huit 
variables p,, p^, zy<, z^j, w<, Wat/i cosSo/aCOsfia* ^t on trouve que Ton 
pent former un systeme de huit equations qui ne renferme que le mou- 



DES EQUATIONS DIFFEREMTIELLES DE LA DYNA3I1QUE. ;i67 

veinent des rayons vecteurs dans leur plan. Cest la le resuUat obtenu 
par Edmond Bour dans son Memoire sur le Probleme des Irois corps (*). 
Si Ton pose avee lui 

Texpression de la force vive devient 



(lOl) < ^ ^ 

K^ — [Pi -4- Pk ? m, q\s\i\q\- \-mtq\ sin'g« 
m,m^q]q\ s\n'(q^— q,) 

Le dernier terme disparait si le mouvement a lieu dans un plan, qui 
est alors le plan invariable. On pent aussi remplacer q^, q^^ Pz^ P* pa»' 
leurs sommes et differences en faisant 

h~^{p,-pi). l,T=l.(p,-^p,)—lKcos\. 

E. Bour demontreque ces variables forment un systeme canonique, 
de sorte que le probleme se ramene encore ici a Tintegraiion de huit 
equations du premier ordre. Pour mieux montrer les rapporls qui 
existent enlre ces nouvelles variables et celles que j'ai employees 
jusqu*ici, j'ecrirai les relations suivantes : 

cos(i, 2) — cosL>, cosL»j-4- sinw, sinw, cos(>., ~ >.*), 
cosIsin(i, 2)= cosu, sinutCosXj— cosi/jsini/, ros>.,, 
sin0, sin(i, 2)rr= sinua sin(^, ~ >.,), sin I sin ^3 sin u, siiiX, , 
sin0asin(i, 2) ■=. sinw, sin(X,— \i), sinl sin^, - siiii>iSin>.,. 



(*) Journal de I'Ecole Polytechniquc , XXXVP Cahier, i856, p, 5o. Le tableau de la 
page 54, ou I'auteur r^unit les valeurs definitives de ses variables, renferme deux orreurs: 

il faut, dans les expressions de p^ et de p^ , remplacer les facleurs 7 et 7- par v»^ et \>, 0/, 

respeclivement. 
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On a encore 

fi Pl-^ -. .77- ^- sm'7u- •, 

laiiff Ui -- ^- 9 • • • • 

/?« sin^i -+-/^3sin^3COs(^3 — 7«) 

19. Pour le mouvement des trois corps dans un plan, on aurait 

la fonction H ne renfermerait done que les six variables p^ p2» ^i» ^2f 
(f, 2) el/, ou/j. On aurait 

df\___ df, _ d\\ d(i, 2) dU __ dll 

dt ~ dt "- d{i, 2) ^^ df "" rf/. ' ^,' 

ou bien, en posant/, --/j ^ i(f, 

do dU r/(i,2) //H 



(102) 



dt rf(i, 2) • f// r/9 



Le nombre des variables ihdepeudantes se reduirait ainsi a six, et on 
aurait en outre I'integrale des forces vives 

- K -I- <pY /- K - 9 

2/Jt, a/Ulj 2/Jt, \ p, / 2|Ut, \ Pj / 

Si Ton designe par H^ ce que devient H lorsqu'on y fait 9 = 0, I'eli- 
mination donne 



d{ 



i^ .= i/2(/.- H.) -^ ^ -^u ^ (-L, - -1,)' 



On peut encore de la menoe maniere remplacer 9 dans les expressions 

de ^ et de -^» et le probleme du mouvement de trois corps dans un 

plan se trouve alors reduit a Tintegration des quatre equations simulta- 
nees du premier ordre 

/ 5. rfp. dp, dfSi dwi d(\,7.). ,. 
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Oil Rf, R2, R3 sontdes fonctionsdes cinq variables /9|, pa, cr,, tar,, (i, 2). 
Tout le reste reviendrait k des quadratures. L'avantage de cette reduc- 
tion est cependant bien mince, vu la complication des d^nominateurs. 

20. Pour terminer, je ferai voir comment les syst^mes canoniques 
peuvent etre obtenus par. la m^thode d*HamiIton. Soit Q, la longitude 
du noeud des trois corps, 1 ^tant Tinclinaison de leur plan. La rotation 
de ce plan pent Stre compos^e d'une rotation dl autour du noeud et 
d'une rotation sinld^il autour d'un axe perpendiculaire au nceud, ou 
bien de deux rotations correspondantes autour de deux axes p ei{p), 
qui font avec le noeud les angles u et 90^+ u. La derniere repr^sente 

la quantite - — — dont le rayon vecteur p sort du plan primitif des trois 

Ft 

corps; il s'ensuit, si nous designons par ^^ V les derivees de Q, I, que 
(io4) (J-pHQ' sini cosM — r sinw) =/sinfl. 

La derivee u' s'obtient en ajoutant k Tangle '^ — ;- > que p decrit dans 

le plan des trois corps, la quantite — (2' cos I, qui provient de la rota- 
tion du plan autour de I'axe perpendiculaire au noeud ; done 

(io5) FP'(ii' cosi -h a') = /cosfl. 

Les qus\,tre relations que Ton d^duit de ces formules, en donnant aux 
variables les indices i et 2, permettent d'exprimer H par les quantites 
p, p', tt, u' et I, r, CI'; mais les trois derniferes s'^liminent par les inte- 
grates des aires. En effet, les formules (100) et (io4) donnent 

f fi^ r>._ K / sin'g. . sin^a, \ i y /'sin^O 

^'"^^ "~sin»(a»-a,)Vfx,p5 "^ iui.p; j-"Ksin>lZ W' ' 

De meme, (99) et (io5) donnent 

(107) V fzp»(ii'cosI -f- a')= KcosL 

On pent done ecrire 

(108) 2T=V|tJip'*-hVfAp«(i2'cosl4-M')>+V/xp«(i2'sinIcosw — I'sinw)*, 

A/males scientifiques de Vtcole Normale superieure. Tome V. 4? 
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ou bien 

(108 bis) 2T =:V ap'» -+-y iip'iQ' cosl -f- u'y-h Q'K sin'I. 

Si nous preoons pour T Texpressiou (108), les iotegrales des aires 
peuvent s'ecrire 

, , rfT „ rfT rfT 

(i09) rfiF^J^' rfF=^' 7nr=^' 

et la troisieme conserve cette forme, si nous remplacons (108) par 
; 108 bis). II s'ensuit qu'il est permis d'eliminer Q,\ l\ I par les integrates 
des aires, dans Tapplication de la metbode d'Hamilton. Soient/?,, /'s* 
/?,, p^ les d^rivees partielles de T par rapport h p\^ p\^ u^ , u'^, on aura 

p,z=u,p\, />, = u,p'„ p, = fl^p]{Q,'cosl'hu\), p,z= Ui pl{Q' cosl -^ii',); 
par consequent 

la quantite ff etaot toujours la fonction definie par (106). On voit que 
les variables /7|,/^s son t les conjuguees de o^^p^t eip^^p^ ceiles de f/|, 1/2- 
La longitude du nceud Q, s'obtient par une quadrature a I'aide de ia 
tbrmule (106). 

On pent encore remplacer les variables u, , u,, /?,, p^ par leurs sommes 
el differences 

^U=Pi — p^, 2/4 = p, — />,=:K cosl, 

et les variables /,, /« sont alors les conjuguees de n,, /I4. Cela se de- 

niontre directement, en substituant dans la fomiule (108;, -n^±:- n\ h. 

la place de u'\ on trouve alors que /, et /« soni les derivees partielles 
de T par rapport a n', et li^. La variable n^ represente Tazimut de la 
bissectrice de Tangle (i, 2). 

M. Brioschi *) a etabli ces formules d'une maniere difTerente. 

■ J^ Comptes rrmdus des seances dc rjcndemie des Scienc^s^ I- LXM, p. 710. 
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En prenant pour axes mobiles la normale P au plan des trois corps 
et les dex^ji bissectrices de Tangle u forme par les vecteurs p,, ps, 
M. Brioscbi arrive k exprimer T par les variables p^, p^, p\^ p\f co, co', 
et par les rotations du systeme autoqr des trois axes mobiles, lesquelles 
dependent de I, T, (J', 9, 9' (I etant toujours Tinclinaison du plan des 

trois corps, 9 = -(a, -f- u^) la longitude du noeud comptee dans ce 

plan, Q, la longitude du noeud dans I0 plan invariable). II introduit 
alors lesderivees/^,,/72, y, de T par rapport a p'j, p\, w', et ayant eli- 
mine F, £i\ ^' par les integrales des airas, il forme avec les six variables 
Pm P2f ci>, pii P2, q un systeme canonique. M. Brioscbi ne s'aper^oit 

pas que 9 et KcosI sont conjugues, et que &>, q^ 29, - KcosI sont les 
variables /is, /s, /I4, /« de Bour. 

21. On pent d'ailleurs eliminer le noeud sans recourir \ la transfor- 
mation de Jacobi; c'est une remarque qui a d^ja et6 faite par M. Syl- 
vester (*). Voici comment nous y arriverons. Proposons-nousde trouver 
les coordonnees x^ y des trois corps dans leur plan, avant de connaitre 
la position de ce plan par rapport au plan invariable (elle sera donnee 
plus tard par Tinclinaison I et par la longitude du noeud Q). Prenons 
le noeud pour axe des x^ et Torigine au centre de gravity ; nous aurons 

\ m(» = o, 2j^y ~ ^* ^^ deplacement du noeud dans le plan des trois 

corps ^tant egal a $2'cosI, il est facile devoir que les vitessesdes corps, 
estimees suivant les axes des x et desy, s'expriment par a?' — /Q' cos I 
etj^'+a?12'cosI. La composante normale au plan des trois corps est 
xQ!^\xi\ — ^F; par consequent, 

2T=ym(y — /Q'cosl)* 
(no) { ^ 

-f-y'm(/'-+-xQ'cosI)'H-ym(xi2'sinl— ^r)». 

Les integrales des aires peuvent etre presentees sous la forme (109), 



(*) A la fin du M^moire intitule On the motion of a rigid body (Philosophical Transact 
iions, 1866). M. Sylvester n'a pas public la m^thode par laquelle il obtient ce rteujtat. 

47- 



3'] 2 SUR UNE TRANSFORMATION 

les plans de projeclion ^tant alors le plan invariable et deux plans per- 
pendiculaires, men^s par les axes mobiles des x et des y. Si nous 
projetonssur le plan des trois corps et sur deux plans perpendieulaires 
qui passent par les axes des x et desy^ il vient 

(ill) I i2'siniym^» — ry'mx/rziKsinI, 

Q,' sini \ mxy — I' ^ ^X* = o. 

II resulte des deux dernieres equations de ce groupe que la force 
vive qui provient de la composante normale s'exprime par (yKsin'I, 
comme nous Tavons d^jk trouv^ plus baut; par consequent 

(112) riT =Sm{x' -^yQ'cosiy -hSmir' -h xQ'cosiy -^ Q'Ksinn. 
Les memos Equations donnent pour Of la valeur suivante : 

(,,3) Q'=_M_4^, 

m, mjmj 4^ 

oil M est la somme des trois masses, et A I'aire du triangle des trois 
corps.On a d'ailleurs ^ = ZifilH^ = Zif^iHrifl = Zif^zzlili. 

^ ai nil nil m^ 

La variation de Q, est done proportionnelle au moment d'inertie du 
systeme autour de la ligne des noeuds, divis^ par le carre du triangle 
des trois corps; elle devient infinie pour A = o, parce que le plan des 
trois corps cesse d'etre determine quand ces corps se trouvent sur une 
ligne droite. Ce cas doit etre exclu de notre analyse. En outre des 
variables Q.', V et I, qu*il est permis d'eliminer par les integrales des 
aires, comme je Tai d^jk dit plus haut, I'expression de la force vive 
renferme les douze variables a?, y^ ocf^ y\ dont le nombre se reduit a 

huit par les quatre equations N mx = o, \ mod = o, .... Si done nous 

supposons a?8,y,, ^zfy'z 6liminees, les coordonn^es x^y y^^ a?,, j^a for- 

,. • rfT rfT rfT rfT ^ . . 

meront un systeme canonique avec ^» -j-rt ^-^> ^-r- Pour obtenir 
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ces derivees partielles de T, nous devons differentier Texpression (i la) 
en traitant Q' et I comme des constantes. Au lieu d'eliminer ^'^9 y'^* 
nous pouvons d'ailleurs tenir compte des equations de condition par 
deux multiplicateurs a, |3, en ajoutant a T Texpression 



a\ mx'-{'^\ my'. 



On trouve de cette maniere 

p= T-7 = mix' — jrQ'cosl -ha), 

(..4) { ^; 

q = ^-7 = m[y' -f- ^12'cosI -+- P). 



meme 



(116) 2T 



Si nous ajoutons les trois p, il vient\/? = Ma; de me 
\q = Mp. On a ensuife 

(ii5) \ (qx — px) = Kcosl, 

et finalement 

Or nous pouvons choisir a et p de maniere que p^ = q^z=o; il ne 
reste alors dans T que les huit variables canoniques x^^ x^, yxyyi^ 
P\9P%y 7o 9s» si Dous substituons pour Q! Texpression 

' Mm,in,(7iar,— j,x,)» 

qui se deduit de (i i3). Nous avons dfes lors 

dx _dVL dp__da ^rfH dq_ dU 
li'^lp' dt" dx' dl" dq' dt"^ ^' 

c'est-k-dire sept equations du premier ordre, dont on connait une in- 
tegrate, H = A. L'inclinaison I est donnee par la formule (i i5), la lon- 
gitude £1 se trouve par une quadrature. Les variables p^ q sont ici les 
vitesses relatives des corps mi, m^ par rapport k m,, car nous avons 
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■^ =z x\ — x'^ — (r, '-yi)Q'cos\ = — Xj-f- ysO'cosI, en designant 

par X, = ;r2 — 073, Xa = rPj — a?!,... les coordonnees relatives des trois 
corps dans leur plan. 

22. Les coordonnees relatives x, y forment a leur tour des systemes 
canoniques avec les vitesses a?' — yU'cosI, y'-hxil'coslj des trois 
corps par rapport au centre de gravite. On pent enfin remplacer les 
x,y par les rayons vecteurs et les azimuts des trois corps, ou les x, y 
par les distances mutuelles des corps et par les azimuts de ces dis* 
tances; toutes ces substitutions conduisent a des systbmes canoniques 
de huit variables. Pour le demontrer, il me suffira de faire remarquer 
que la formule (12) indique Texistence d'une transformation ortbogo- 
nale par laquelle les coordonnees relatives de trois corps dependent des 
coordonnees rapportees au centre de gravite. La formule en question 
pent s'ecrire 

(118) m>^^((x,))=]£m,((^,)), 

oil m^ = --!— — '• II en resulte que la substitution a lieu entre les va- 

riables slrriiXi d'une part, et m-p= de I'autre, et que Ton pent rempla- 

vm,- 

cer mx, my^ mz par mx, my, mz dans les formes quadratiques telles 

que la force vive, le mouvement areolaire, les moments d'inertie, etc. 

L'equation (116) subsistera done, si les lettres /?, q representent leg 

J, . , m dT m dT . , mp ma 

derivees — -t-> — j-i ou si nous remplaQons p, a par — =-» — -^ ce qui 
m ax may *^'^^'^mm ^ 

donne 

On a ensuite 

— =x' — nO'cosI, ^ ^=z — x\ -+- r, Q'cosI, — 
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Pour trouver les variables conjuguees des rayons vecleurs et des azi- 
muts, on n'a qu'a differentier Texpression (108) en tenant eonipte des 

equations de conditionN m|9C0Sw = o,\mp sinw = o; je me dispen- 

serai de developper les calculs. 

La substitution orthogonale indiquee par Tequation (118) est la 
suivante : 

m, V' 
mM ^^ 

(120) / Mxt = m,X3 — maX, -+- mN X, 

X2 X% — Xi "— -«-r y Tif . . • • 5 



mx 



et, si nous consid^rons toujours les quantites ^mx et-= comme les 
variables de la transformation, les neuf coefficients sont 

M' M ' M '•• • 

Cette transformation porte d'ailleurs aussi sur la forme dt*^l}, qui 
devient > — rf^xc?x, la somme devant s'etendre aux neufcoordon- 
nees relatives x, y, z, et nous avons pour toutes ces coordonnees 

,rf»x rfU 

si dans la fonction des forces nous remplagons les differences x^ — a:^,... 
par les expressions x, — xr\^> 
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ERRATA. 



Page 114, ligne 9, au lieu de triangle AIH, lisez triangle AU. 

Page 117, hgne 23, au lieu de aa(= AA") < A A*, lisez aa(= AA') < A A'. 

Page 123, ligne 28, au lieu de R'=Kcos'f, lisez K' = Kcos*v- 
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